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Vorwort

Die Problemstellung der vorliegenden Arbeit wurde wéhrend meiner
Zeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fur Medizinische
Biometrie und Medizinische Informatik der Universitdt Freiburg von
Herrn Prof. Dr. Martin Schumacher aufgeworfen. Eine vorlaufige teil-
weise Losung des Problems wird in dem Preprint Lausen und Schu-
macher (1988) gegeben.

Bei Herrn Prof. Dr. Martin Schumacher méchte ich mich far die
wissenschaftliche Betreuung der Arbeit herzlich bedanken. Des weite-
ren mochte ich mich bedanken bei den Mitarbeitern des Instituts fur
Medizinische Biometrie und Medizinische Informatik, insbesondere fir
die Bereitschaft, Anwendungsmadglichkeiten in der klinischen Diagno-
stik zu diskutieren. Hierbei mdchte ich Herrn Dipl.-Stat. Wilhelm
Sauerbrei und Herrn Dipl.-Stat. Werner Vach hervorheben. Herrn Prof.
Dr. Rudolf Lerche, Mathematische Fakultat der Universitat Freiburg,
und Herrn Prof. Dr. Friedhelm Eicker gilt mein Dank fur wertvolle Hin-
weise. Herrn Priv. Doz. Dr. S. Hohnloser, Abteilung Innere Medizin Ill
(Kardiologie) des Universitatsklinikums Freiburg, und Herrn Dr. W. J&-
ger, Universitats-Frauenklinik Erlangen, danke ich fur die Erlaubnis,
ihre Daten exemplarisch analysieren zu dirfen. Bei Herrn Prof. Dr.
Friedhelm Eicker, Fachbereich Statistik der Universitat Dortmund,
Herrn Dr. Theo Wember, Forschungsinstitut fur Kindererndhrung, Dort-
mund, und Herrn Dr. Hubertus Rochel, Forschungsinstitut fur Kinder-
erndhrung, Dortmund, mochte ich mich fuar institutionelle Unterstut-
zung bedanken.

Die Monte-Carlo Berechnungen der Arbeit wurden mittels eines
portablen Fortran 77 Programms erstellt. Interessierten stelle ich den

Quell-Code gerne zur Verfligung.

Dortmund, im Dezember 1989, Berthold Lausen



Hans Jonas:

"Niemals darf Existenz oder Wesen des Menschen im Ganzen zum
Einsatz in den Wetten des Handelns gemacht werden. Daraus folgt ohne
weiteres, dal hier blolRe Moglichkeiten der bezeichneten Ordnung als
unannehmbare Risiken anzusehen sind, die keine gegenuberstehenden
Moglichkeiten annehmbarer machen.”

Aus: Jonas, H. (1979), Das Prinzip Verantwortung - Versuch einer Ethik far die tech-

nologische Zivilisation, Insel Verlag: Frankfurt. Zitiert nach der Lizenzausgabe des
Suhrkamp Taschenbuch Verlags, 1984, p.81.



1. Einleitung

Die Auswertung einer klinischen Studie am Institut fur Medizinische
Biometrie und Medizinische Informatik der Universitat Freiburg fuhrte
zu der in der vorliegenden Arbeit behandelten Problemstellung (Ab-
schnitt 1.1). Anhand von maximal selektierten Statistiken soll der pré-
diktive bzw. diagnostische Wert einer quantitativen EinfluRgroRe fur
eine beliebige ZielgroRe analysiert werden. Es handelt sich hierbei um
ein fur verschiedene Anwendungsgebiete relevantes Problem, das sich
insbesondere in der klinischen Forschung oft stellt. Im Abschnitt 1.2
werden Spezialfalle maximal selektierter Statistiken diskutiert. In
diesem Zusammenhang gehen wir auf die Arbeiten von Gail und Green
(1976) und Miller und Siegmund (1982) ein, die als VVorlaufer unserer ei-
genen Untersuchungen anzusehen sind. Einen Uberblick Uber die
Ergebnisse der Arbeit enthalt Abschnitt 1.3

1.1. Problemstellung

Bei der Auswertung einer Studie zur nichtinvasiven Kontrolle der
Wirksamkeit einer antiarrhythmischen Therapie vor- Patienten mit
malignen Tachyarrhythmien betrachteten Hohnloser u.a. (1987) (vgl.
auch Hohnloser 1987) den pradiktiven Wert der linksventrikularen
Ejektionsfraktion (EF). Als Zielgrélle verwendeten sie die rezidivfreie
Uberlebenszeit nach der Klinikentlassung, wobei die Diagnose eines
Arrhythmierezidives oder eines pldtzlichen Herztodes als terminieren-
des Ereignis fur die Zeitdauer verwendet wurde. Falls die Beobachtung
eines Patienten nach der Klinikentlassung aus anderen Grinden been-
det wurde, wurde die beobachtete ereignisfreie Zeit als zensierte
Beobachtung gewertet. Die Studie umfal3t 94 Patienten, und der
Beobachtungszeitraum schwankt zwischen einem Monat und 39 Mona-
ten. Hohnloser u.a. (1987) dichotomisierten die Ejektionsfraktion bei
35% EF. Hierdurch wurden die Beobachtungen in zwei Gruppen aufge-
teilt. Der durchgefiuhrte zweiseitige Log-Rank-Test legte nahe, dal3 die
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beobachtete ereignisfreie Zeit von der EF abhangt (P=0.003). Damit
konnten Patienten mit einer EF kleiner oder gleich 35% als Patienten
mit ’erhdhtem Risiko’ eines Arrhythmierezidives oder eines pldtzlichen
Herztodes charakterisiert werden. Die von Hohnloser u.a. (1987) ver-
wendete Dichotomisierung ist ein sinnvolles VVorgehen, da sie die klini-
sche Interpretation 'erhohtes Risiko’ bzw. 'normales Risiko' erméglicht,
ohne eine Modellierung des unbekannten funktionalen Zusammenhangs
zwischen der hypothetischen EinfluRgréRRe, EF, und der betrachteten
ZielgrolRe, ereignisfreie Zeit, vornehmen zu mussen. Die Wahl des Auf-
teilungspunktes - im weiteren als Prufpunkt bezeichnet - wird in der
Arbeit von Hohnloser u.a. (1987) nicht ndher begrindet. Deshalb ergibt
sich als naheliegende Strategie, als Prufpunkt den Wert der EF auszu-
waéhlen, der den Unterschied bzgl. der rezidivfreien Uberlebenszeit
zwischen der Gruppe mit 'erhdhtem Risiko' und der Gruppe mit 'norma-
lem Risiko' maximiert. Des weiteren ist es manchmal sinnvoll anzu-
nehmen, dalR den Beobachtungen zwei relativ homogene Gruppen zu-
grunde liegen, welche sich bzgl. einer Charakteristik der Zielgrole, z.B.
erwartete ereignisfreie Zeit, unterscheiden. Der Unterschied zwischen
den Gruppen hangt ab von einer EinfluRgroRe, z.B. der EF. Bei dieser
Modellierung kann man die den Beobachtungen zugrundeliegenden
Gruppen anhand der EinfluRgrofRe schatzen; d.h. die EinfluRgrofRe er-
maoglicht eine Klassifikation der Beobachtungen in zwei Gruppen, die
durch eine univariate Klassifikationslinie, den Prufpunkt, gegeben sind.

Bei der Analyse des pradiktiven Wertes der EF betrachten wir die
absolute standardisierte Log-Rank-Statistik als Prozel3 in Abhéngigkeit
des hypothetischen Prufpunkts in der EF (Abb.1.1.1). Die maximal
selektierte absolute standardisierte Log-Rank-Statistik liefert den
Prufpunkt 39% EF. Der maximal selektierte Gruppenunterschied wird
von den Kaplan-Meier-Schatzern der Verteilung der ereignisfreien Zeit
in den Gruppen veranschaulicht (Abb.1.1.2). Offensichtlich wirde die
Verwendung der Verteilung der Log-Rank-Statistik bei festem Prif-

punkt zu einem zu kleinen F-Wert fuhren; d.h. der F-Wert wiirde unter-
schatzt.



EF T
Abb. 1.1.1.: Die absolute standardisierte Log-Rank-Statistik als ProzelR
in Abhangigkeit der mdglichen Prufpunkte in der ventrikularen Ejekti-
onsfraktion (EF).

ere lgnisfreie Monate

Abb. 1.1.2.: Der pradiktive Wert des maximal selektierten Prufpunkts
39% EF wird veranschaulicht von den Kaplan-Meier Schatzern fir die
Patienten mit EF < 39% (durchgezogene Linie) und EF > 39% (gestri-
chelte Linie).
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Da obiger Analyseansatz bei der sehr allgemeinen und einfachen
Situation einer quantitativen EinfluRgroRe und einer ZielgroRe mit
beliebiger Verteilung oft attraktiv erscheint, wird in der vorliegenden
Arbeit ein nichtparametrisches Vorgehen eingefuhrt und diskutiert.
Hierbei wird insbesondere eine Problemlésung fur die von der Studie
von Hohnloser u.a. (1907) aufgeworfene Fragestellung gegeben; d.h. das
nichtparametrische VVorgehen wird fur Bindungen und Zensierungen in
der ZielgroRe und Bindungen in der EinfluRgroRe formuliert. Im Kapi-
tel 11 wird das vorgeschlagene Verfahren der maximal selektierten
Rangstatistiken insbesondere anhand der Daten von Hohnloser u.a.
(1987) demonstriert.

1.2. Verwandte Probleme und Strategien

Gail und Green (1976) behandeln den Fall, daR in der klinischen
Diagnostik anhand einer quantitativen EinfluRBgroRe eine Klassifikation
in eine ’'kranke Population' und eine ‘'normale Population' vorge-
nommen wird. Sie betrachten hierbei eine bindre ZielgréRRe, welche bei-
spielsweise eine sichere, aber sehr aufwendige Diagnose einer Krank-
heit sein kann. Eine naheliegende Diskriminationsregel ist der Prif-
punkt, der die Zahl der MiRklassifikationen minimiert. In der Arbeit von
Gail und Green (1976) wird somit folgende 2x2 Tafel betrachtet:

X>p
r=o ap bp
y=1 cp dp

hierbei bezeichnet X die quantitative EinfluRgrofle, Y die ZielgréRe und

aP' bp' cp' dp die von dem betrachteten Prifpunkt abhéngenden
Zellhauflgkeiten. Hierbei entsprache Y = 1 dem Vorliegen der Krankheit

und X >p der Zuordnung zur kranken Population; d.h. der Diagnose:
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'Krankheit liegt vor'. Die Zahl der MiRRklassifikationen bezeichnen wir
mit Lpl wobei Lp = cp + bp. Gail und Green (1976) vermuten, dag> in vie-
len Studien und Publikationen Lp minimiert wurde und dann ein bei
festem Prufpunkt gultiger Test fur Vierfeldertafeln angewandt wurde.
Als Beispiel diskutieren Gail und Green (1976) eine Arbeit von Moskilde
und Anderson (1973). Moskilde und Anderson (1973) verwendeten einen
Calcium Infusionstest, um eine Gruppe von Patienten mit priméren
Hyperparathyroidismus (PHT) von einer gesunden Kontrollgruppe zu
unterscheiden. Moskilde und Anderson (1973) diagnostizierten PHT,
wenn die Phosphatausscheidung um mehr als 20% reduziert wurde. Da
eine von Moskilde und Anderson (1973) zitierte fruhere Studie einen
Priufpunkt zwischen 30% und 40% nahelegt, vermuten Gail und Green
(1976), dab der Prufpunkt 20% gewahlt wurde, um Lp zu minimieren.
Gail und Green (1976) geben fur die minimale gewichtete Zahl von
Mibklassifikationen, T = minp (w cp + (1 —w) bp), 0 <w <1 , die ex-
akte Verteilung an unter der Nullhypothese, daE> X und Y stochastisch
unabhéngig sind. T kann man als verallgemeinerte einseitige Zwei-
stichproben Kolmogorov-Smirnov-Statistik auffassen. Das Vorgehen
von Gail und Green (1976) ermdglicht somit eine konfirmatorische In-
terpretation der minimalen Zahl von Mif£>klassifikationen. Des weiteren
kann man in Situationen, in denen der publizierte F-Wert vermutlich
minimiert wurde, einen adaquaten F-Wert bestimmen, falls die von p
unabhangigen Randhaufigkeiten ap + bp und cp + dp publiziert wurden.

Miller und Siegmund (1982) betrachteten dasselbe Problem und
diskutierten als Strategie die standardisierte x2~Statistik /np der 2x2
Tafel:

Tx= n "aPdp —-bPcpf (1.2.1)
np (CP + (“P + cp) (op +

wobei n = ap + bp + cp + dp. Miller und Siegmund (1982) zeigen, dafl
die Wurzel von TnX unter der Nullhypothese fur ap + bp -» °° und
Cp + dp -» °° nach Verteilung gegen den Absolutbetrag einer standardi
sierten Brownschen Bricke konvergiert. Fir die asymptotische
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Verteilung der maximal selektierten x2~Statistik geben Miller und Sieg-
mund (1982) eine einfache Approximationsformel an (vgl. Abschnitt
3.3). Das Maximum wird hierbei gebildet bzgl. eines gegebenen In-
tervalls von mdglichen Prufpunkten p mit 0 < Ej < FX(p~) <e2 <1 72X
bezeichnet die Verteilungsfunktion von X. In der Tabelle 1.2.1 (Miller
und Siegmund 1982, Tabelle 1) werden approximative asymptotische
Niveaus der maximal selektierten x2~Statistik bzgl. der bei festem Pruf-
punkt gultigen x2 Verteilung angegeben. Dies veranschaulicht die
GroRenordnung beim Unterschétzen des P-Wertes bzw. bei der Niveau-

verletzung der Testvorschrift.

a
1/3 1/4 1/5 1/10 1/100
.10 .40 49 .55
.05 .24 31 .35 .49
.01 .07 .09 A1 .16
.001 .010 .014 .017 .025 .051

Tabelle 1.2.1: Approximative asymptotische Wahrscheinlichkeiten unter
der Nullhypothese, dal das maximal selektierte x2 das 1 —a Quantil
der x Verteilung Uberschreitet, wobei das Maximum bzgl. dem Intervall
e — Fx{fi) 1 — e gebildet wird.

In einer neueren Arbeit dichotomisiert Jespersen (1986) eine
stetige Kovariable im Coxschen Regressionsmodell (Cox 1972). Jesper-
sen (1986) zeigt, dall die maximal selektierte standardisierte Scoresta-
tistik unter gewissen Regularitatsbedingungen dieselbe asymptotische
Verteilung hat wie die maximal selektierte x2-Statistik von Miller und
Siegmund (1982).

Diese Arbeiten, die jeweils nur Spezialfalle von maximal selektierten
Teststatistiken behandeln, lassen vermuten, daR &ahnliche Ergebnisse
auch fur andere Teststatistiken zu erhalten sind. Dies ist umso
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wichtiger, als die maximale Selektion von Teststatistiken in der ex-
plorativen Datenanalyse sehr haufig explizit oder implizit verwendet
wird (siehe beispielsweise Breiman u.a. 1984 oder Abel, Berger und
Wiebelt 1984). Die vorliegende Arbeit ermdoglicht die Berechnung
adaquater /’-Werte bzw. eine konfirmatorische Interpretation der maxi-
malen Selektion einer Teststatistik bzgl. einer méglichen Einflubgro&e.

1.3. Uberblick uiber die Ergebnisse der Arbeit

Im Kapitel 2 fuhren wir das Prufpunktmodell und die Methode der
maximal selektierten Rangstatistiken ein. Hierbei formulieren wir die
Methode fur eine quantitative mégliche EinflulogréPe und eine beliebige
ZielgréRBe. Insbesondere erlauben wir Bindungen in der ZielgréoBe und
die Situation, daf> die beobachtbare ZielgréRe zensiert ist. Die asymp-
totische Verteilung unter der Nullhypothese leiten wir anhand eines
sehr allgemeinen Invarianzprinzips her (Kapitel 3). Die asymptotischen
Resultate von Miller und Siegmund (1982) und Jespersen (1986) erge-
ben sich als Spezialfélle. Der Zusammenhang mit Strukturbruchmodel-
len wird im Kapitel 4 diskutiert. Unter der Nullhypothese des Priuf-
punktmodells ist die Verteilung der maximal selektierten Rangstatistik
und die Verteilung der entsprechenden Rangstatistik in einem Struk-
turbruchmodell identisch. Die in der vorliegenden Arbeit eingefuhrte
Strategie der maximal selektierten Rangstatistiken kann man als eine
Verallgemeinerung nichtparametrischer Strategien bei einfachen
Strukturbruchmodellen ansehen. Insbesondere die Verwendung des bei
Bindungen und zensierten Zielgroflen gultigen Invarianzprinzips (Kapi-
tel 3) ist im Kontext von Strukturbruchmodellen neu. Die exakte Ver-
teilung unter der Nullhypothese und verschiedene Approximationsmag-
lichkeiten werden diskutiert und verglichen (Kapitel 5). Monte-Carlo Er-
gebnisse legen nahe, dal} die Verwendung der asymptotischen Ver-
teilung einer maximal selektierten Rang Statistik bei moderatem Stich-
probenumfang in der Regel zu einem konservativen Test flhrt.
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Approximative Ungleichungen vom Bonferroni-Typ ermdglichen in Ab-
héngigkeit von der Gr6Re des Intervalls von mdoglichen Prufpunkten
und des Stichprobenumfangs eine Verbesserung. Das Problem einer
endlichen Anzahl der interessierenden Priufpunkte behandeln wir im
Kapitel 6. Die Konsistenz und die asymptotische relative Effizienz wird
unter bestimmten Bedingungen im Kapitel 7 betrachtet. Wir verwenden
und modifizieren insbesondere Ergebnisse tber die exakte Bahadur-
Effizienz nichtparametrischer Strukturbruchstatistiken von Praagman
(1988). Da man fur maximal selektierte Rangstatistiken bei gré3erem
Stichprobenumfang in der Regel die asymptotische Verteilung ver-
wenden wird, leiten wir auch die approximative Bahadur-Effizienz her.
Des weiteren werden Effizienzvergleiche durchgefuhrt. Das Verhalten
maximal selektierter Rangstatistiken bei endlichen Stichprobenumfang
unter verschiedenen Alternativmodellen wird im Kapitel 8 anhand von
Monte-Carlo Ergebnissen aufgezeigt und mit alternativen Methoden
verglichen. Die Eigenschaften der Prufpunktschatzung besprechen wir
anhand theoretischer Uberlegungen und von Monte-Carlo Ergebnissen
(Kapitel 9). Wir diskutieren hierbei die Konsistenz des Prufpunktschéat-
zers. Im Kapitel 10 beenden wir die Einfilhrung und Diskussion der
Methode der maximal selektierten Rangstatistiken mit Uberlegungen
und Vorschlagen zur Modelluberprifung. Im Kapitel 11 wird die einge-
fuhrte Methotik auf Beispiele aus der klinischen Forschung ange-
wendet. AbschlieRend werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
diskutiert, und wir gehen auf naheliegende Anwendungsmdglichkeiten
und Weiterentwicklungen ein (Kapitel 12).
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2. Maximal selektierte Rangstatistiken

Zur Analyse eines Prufpunktmodells bei bivariaten Daten schlagen
wir in dieser Arbeit die nichtparametrische Methode der maximal selek-
tierten Rangstatistiken vor. Die von maximal selektierten Rangstatisti-
ken implizierte Hypothese wird im Abschnitt 2.1 diskutiert, und eine
naheliegende Formulierung einer Alternative, das Prufpunktmodell,
wird im Abschnitt 2.2 erl&autert. Im Abschnitt 2.3 fuhren wir eine Termi-
nologie fur lineare Rangstatistiken ein. Danach definieren wir die
Methode der maximal selektierten Statistiken (Abschnitt 2.4) und den
hierdurch gegebenen Prufpunktschéatzer (Abschnitt 2.5). Das VVorgehen
bei Bindungen in der Zielgro&e erlautern wir im Abschnitt 2.6. Im Ab-
schnitt 2.7 betrachten wir maximal selektierte Rangstatistiken bei
zensierten Daten.

2.1. Nullhypothese

Wir betrachten die allgemeine Situation einer ZielgrélJe Y und einer
quantitativen EinfluBgroRe X. (Xr, Kj), ..., (A" r,,) sind unabhangig
und identisch verteilte (u.i.v.) bivariate Zufallsvektoren. Wir nehmen an,
daji die marginalen Verteilungsfunktionen von X und Y stetig sind. Auf
diese technische Annahme wird spéater verzichtet (siehe Abschnitt 2.6,
2.7 und 6.2). Im folgenden wollen wir den pradiktiven Wert der quanti-
tativen Einflubgrohe X fur die Zielgr6jle Y beurteilen. Deshalb nehmen
wir an, dal3 die EinfluE>grélbe es ermdéglicht, die bivariate Stichprobe in
zwei Gruppen von Beobachtungen aufzuteilen: Alle Beobachtungen mit
Werten der EinfiuRBgrobe kleiner oder gleich einem bestimmten Prif-
punkt /z definieren die eine Gruppe, die Beobachtungen mit Werten der
Einflubgrébe groRRer als der Prufpunkt /z definieren die andere Gruppe.
Da der Prufpunkt unbekannt sein soll, ergibt sich als interessierende

Nullhypothese Ho:

Ho: P(Y<y \X<p) = P(Y2yY \X > p) (2.1.1)
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fur alle y und p e IR. Die Nullhypothese Ho ist dquivalent zu der Hypo-
these, daR X und Y stochastisch unabhingig sind. Die Aquivalenz
zeigen wir fur den nicht entarteten Fall O<P(Xap)<lI. Fur alle
y,pei?mil 0 < P(X<p) <! erhalten wir:

P(y<y|X<p)=P(r<y|X=>p)
<=> P(X>p) P(Y"y.X"p) = P(X'p") P(Y<y,X>p)
<=> (1 - P(X<p)) P(Y ™y, X <p)
= P(XEp) [P(F<y) -P(Y"y.X"p)]
<=> P(Y<y,X<p')=P(X<p") P(Y"y) .

Die Formulierung (2.1.1) der Nullhypothese suggeriert, dall Y die
ZielgrofRe und X die EinfluRgrofRe ist. Im ndchsten Abschnitt wird dies
durch die im Prufpunktmodell vorliegende Abhangigkeitsstruktur kon-
kretisiert.

2.2. Prufpunktmodell

Allgemein gehen wir davon aus, dall der unbekannte Prufpunkt
p ei? die bivariaten Beobachtungen in zwei Gruppen aufteilt. Die Grup-
pen sind jeweils u.i.v., aber die Verteilungen in den zwei Gruppen sind
unter der Alternative des Prufpunktmodells nicht identisch. Unter der
Alternative fordern wir somit, daf} fir einen unbekannten, aber festen
Prufpunkt, p. e mindestens ein Werty ei? existiert mit

P(y<ylV<=p)#P(y<y|VV=p). (2.2.1)
Also fordern wir fur den unbekannten, aber festen Prufpunkt p Z.IR-.
0<P(X<p)<l1. (2.2.2)

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir im allgemeinen die speziel-
lere Formulierung des Prufpunktmodells (2.2.1) als Lokationsmodell.
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Hierbei kann man folgende einseitige Lokationsalternative formulieren:
Ha> Es existiert ein unbekannter Prufpunkt p €1R so daB fur alle
y e gilt: F(Y<y|X</z) F(Y<y|X>/z), des weiteren existiert
mindestens ein Wert y0 ei? mit P(y <y0 </z) > P{Y K yQ\X >y).

Die einseitige Alternative Ha< wird analog definiert. Eine zweiseitige
Alternative Ha definieren wir folgendermafien:

Ho: Ha< oder H/ gilt.

Spezialfalle der Lokationsalternativen sind Translationsalternativen:
Hal’ > °: Es existiert ein unbekannter Prifpunkt y e IRund ein 8§ > 0, so
daB fur alle y ei?gilt: P(Y <y \X<y) = P(Y - <y\X>=y).
Hall <0 wird analog definiert und eine zweiseitige Alternative Hal’ an-
alog zu Ha

Das durch die Translationsalternativen gegebene Prufpunktmodell

kann man als einen Spezialfall des Zweigruppenmischungsmodells der
Clusteranalyse auffassen:

fy(y) = P(X</2) £Y| + P{X > p) FY\x=>"y '

wobei Tz die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer Zufallsvariablen
Z bezeichnet. Beispielsweise diskutiert Bock (1985) Mischungsmodelle
und Tests, die in der Clusteranalyse gebrauchlich sind.

Die Spezifikation der Alternative im Prufpunktmodell sollte von
dem zugrundeliegenden Anwendungsproblem abhangen. Um beispiels-
weise die klinische Relevanz der Gruppen sicherzustellen, ist oft eine
Einschrankung des unbekannten Prufpunkts sinnvoll:

° <El < Fx(/z) < e2 <1,

wobei Fx die Verteilungsfunktion von X bezeichnet. Die in dem jeweili-
gen Anwendungsproblem festgelegten Parameter Et und e2 determinie-

ren die minimal bzw. maximal mdglichen Gruppenanteile.
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2.3. Lineare Rangstatistiken

Lineare Rangstatistiken erlauben eine nichtparametrische Analyse
von mindestens ordinalskalierten Daten. Der Rang Rni einer Beobach-

tung Yt wird hierbei folgendermalien definiert:

I
Rni - S < Yil
J=1

Da wir bislang annehmen, dalR die Verteilungsfunktion von Y stetig ist,
ist der Rangvektor (Rnl, ... [linr.; mit Wahrscheinlichkeit eins (m.W.I)
eine Permutation 7 der Zahlen (1,...,n). Des weiteren falls
Yr, ... ,Yn u.i.v. sind - dies gilt unter der Nullhypothese dann ist der

Rangvektor auf der Menge aller Permutationen der Zahlen (1, ...,n)
nn gleichverteilt; d.h. fur Trn e Tin gilt:

F((Anl, .... Ann) =7n) = 1/n! .

Eine lineare Rangstatistik definieren wir folgendermalen (vgl. Hajek
und Sidak 1967, p.61):

= S cn(i) an(Rni) , (2.3.1)
=1

wobei (an(l), ... ,an(n)), (cn(), ... ,cn(n)) e IRR gegebene Vektoren
sind. Die Uber die Rénge indizierten Konstanten ani = an(i) werden oft
als Scores bezeichnet und die Gewichte cni = cn(i) als Regressoren. Un-
ter Ho gilt fur den Erwartungswert und die Varianz der linearen Rang-
statistik 7n:

=n ancn , (2.3.2)
Far(rn) = I/(n - 1) ( £ (ani -O6N)2) ( £ (cni -cn)3) ,
i=I £=1

wobei an - 1/n 2 ani und cn = 1/n 2 cni. Des weiteren seien an und

cn nicht konstant; d.h. S(ani -n)2 >0 und £(cni —cn)a >.0. Im
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allgemeinen werden wir Tn in der standardisierten Form
(7k ~ betrachten. Unter gewissen Regularitatsbe-
dingungen ist diese standardisierte Form asymptotisch normalverteilt
(Hajek und Sidak 1967, p.163).

Da die Hypothese Ho aquivalent ist mit der Hypothese der stocha-
stischen Unabhangigkeit von X und F, ist es naheliegend, einen
bekannten nichtparametrischen Test auf stochastische Unabhangigkeit
zu verwenden. Deshalb vergleichen wir in der vorliegenden Arbeit Tests
vom Spearman-Typ (2.3.3) mit der Methode der maximal selektierten
Rangstatistiken. Ledwina (1986) und Praagman (1988, 1989) fuhrten
diesen Vergleich anhand der exakten Bahadur-Effizienz bei verwandten
Problemstellungen durch (siehe auch Abschnitt 7.1). Eine Rangstati-
stik vom Spearman-Typ definieren wir folgendermalen:

NV E=AK(<=?J, (2-3.3)
1=1

wobei (dnl, . .. ,dnn), (anl......... ann) e und (Enl.......... Qnn) den

Rangvektor von XIf . . ., Xn bezeichnet.

2.4. Maximal selektierte Statistiken

Bei der Beurteilung des pradiktiven Wertes der EinfluRgrofRe X fur
die ZielgroRe Y untersuchen wir im folgenden den Fall, dal3 die
Beobachtungen geméal einem unbekannten Prufpunkt p in zwei Grup-
pen aufgeteilt sind (vgl. Abschnitt 2.1 und 2.2). Ein naheliegendes Vor-
gehen ist somit die Berechnung des Gruppenunterschiedes in Abhéngig-
keit von dem variablen Prufpunkt. Einen nichtparametrischen Grup
penvergleich ermdglicht eine spezielle lineare Rangstatistik, die

Zweistichproben- Rangstatistik:

Tnp= S “n@?i) = S Cp(™) an(7?ni) | (2.4.1)

<=1
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wobei cp(JQ) = 1(X. <pj und der Scorevektor nicht konstant ist (vgl. Ab-

schnitt 2.3). In vielen Anwendungsféallen kann man den Prifpunkt auf
einen Bereich bzgl. der EinfluRgréRe einschréanken. Deshalb gehen wir
davon aus, dal} zwei Konstanten und e2 mit 0 < < e2 <1 vorgege-

ben sind. Der Bereich der moéglichen Prifpunkte p wird durch diese
Konstanten bestimmt:

(2.4.2)

bzw. <p < X2, wobei = FA-_1(ei); i=1,2. Mit Fx~| bezeichnen wir die
inverse Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, die folgendermafien
definiert ist: Fy_1(i) = min\x: Fx(x} t], Da die Verteilung von X im
allgemeinen unbekannt ist, verwenden wir fur Fx die empirische Ver-
teilungsfunktion FnX| wobei FTiX(x~) =2 / ni Damit betrachten

wir als Bereich der méglichen Prufpunkte:
0< —PmP)- <1, (2.4.3)

bzw. xnl x p < zn2, wobei xni = i=1,2. Ein naheliegendes Vor-
gehen ist die Auswahl der Statistik T mitp e txni'xn2]' die den Grup-
penunterschied maximiert. Das heil3t, es wird die maximale Rangstati-
stik selektiert. Hierbei erscheint es sinnvoll, die Selektion bzgl. der ab-
soluten standardisierten Rangstatistik durchzufuhren. Als maximal
selektierte Rangstatistik jV7l(el,e2) definieren wir:

(2.4.4)

FUr spezielle Scores betrachtet Ledwina (1986) —e) als einen
nichtparametrischen Test auf positive quadratische Abhangigkeit.
Falls die Scores monoton sind, d.h. falls gilt < “j+il 1 bzw.
ai —ai+i' ;=1.-..n=1, dann liefert An(el,e2) einen naheliegenden
zweiseitigen Test auf einen Lageunterschied im Prufpunktmodell, Ho vs.
Ha (vgl. Abschnitt 2.2). In der vorliegenden Arbeit betrachten wir im
allgemeinen das zweiseitige Testproblem. Eine naheliegende Statistik
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fur die einseitigen Testprobleme Ho vs. Ha> bzw. Ho vs. Ha< ist bei ent-
sprechenden monotonen Scores die maximal selektierte standardi-
sierte Rangstatistik; d.h. (Tnp — E{Tn")~)/ (Var (Tnpyfc wird maximiert.

Die fur Rangstatistiken beschriebene Vorgehensweise kann man
naturlich auch auf andere Statistiken anwenden. Beispielsweise haben
Miller und Siegmund (1982) bei einer bindren Zielgré>e die maximal
selektierte x3-Statistik betrachtet (vgl. Kapitel 1), die man auch als ex-
tremen Fall einer Rangstatistik bei Bindungen auffassen kann (vgl. Ab-
schnitt 2.6). Die Zzueistichproben-t-Statistik T"p (2.4.5) ist eine para-
metrische Alternative zur Zweistichproben-Rangstatistik:

p=(MipnN2P /7 N)™ (rlp-22p)/ sp, (2.4.5)
wobei sp =17 (n —2) (S™7spj (K ~ 2p)2 + Ni:A>pj —"2p) )1
nlp=n FnX(p), N2p =71 (1 - FnX(p)), "Nip=17/ nip s(i: pi und

y2 =1/ n2p Sit x >pi Yt- Falls die Varianz er2 von Y bekannt ist, er-
halten wir die Zujeistichproben—Gaul3—Statistik, indem wir sp durch
die VVarianz, er2, ersetzen.

Die Zweistichproben-Rangstatistik (2.4.1) kann man als Rangstati-
stik vom Spearman-Typ auffassen, wobei dn allerdings von EnX abhangt.
Falls gilt dni = cni fur i=1....n, dann ist die Verteilung der Rangstati-
stik vom Spearman-Typ Sn und der linearen Rangstatistik Tn unter Ho

identisch. Denn

P(Sn <s) = F( £ dni an(EnoQn—\i" < s)
i=I
= P(S cni an(Pni) *"s)=P(TN"5S) ,
i=I
da fur alle Tn e Lin gilt P(Pn°™n_1 = = p(pn = (VSL z B- Hajek

und Sidak, 1967, p.63). <In_1Ci) wird auch als Antirang bezeichnet.
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2.5. Prufpunktschéatzung

Naheliegende nichtparametrische Schéatzer fur den unbekannten
Prufpunkt p ei? sind die Prufpunkte, die die Rangstatistik maximieren.
Somit liefert das Verfahren der maximal selektierten Rangstatistiken
einerseits einen Test und andererseits eine Prufpunktschétzung. Der
Prufpunkt, der die Rangstatistik maximiert, ist nicht eindeutig, da
|Tnp| konstant ist fur /xe [/~(fc/n), = ~’((fc+lj/n) ), wobei
k e jl...t1—1). Des weiteren kann das Maximum von verschiedenen
k e fl,...,n—1] angenommen werden. Die durch das VVerfahren der maxi-
mal selektierten Rangstatistiken gegebene Menge von Prifpunkten ist:

e [xnl, xn2], AiN(EL,E2) = | TNp-E(TnJ\ / (Var(Tnp))"™ .

Wir definieren das Minimum der Menge dieser Prufpunktschatzer als
den Prufpunktschéatzer p'.

p = min jp:p e [znl, zn2], IIIn(el,e2) = | 1 (2.5.2)
(Var(Tnp))»

Andere naheliegende Mdglichkeiten, den Prufpunktschéatzer eindeutig
zu definieren, sind Median und Maximum.

2.6. Bindungen

In diesem Abschnitt machen wir keine Annahme Uber die marginale
Verteilung der ZielgroRBe Y. Damit verallgemeinern wir die Methode der
maximal selektierten Rangstatistiken fur nicht stetige und insbeson-
dere diskrete Verteilungen. In beiden Féallen kdnnen mit positiver
Wahrscheinlichkeit identische Realisationen der ZielgrofRe Y auftreten.
Identische Realisationen verursachen das Problem der sogenannten
Bindungen, welches sich folgendermalRen beschreiben laRt:

v+ . P(n)) bezeichnet den Vektor der Ordnungsstatistiken von
(™. Fn), und es gilt,
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< M@+ - e = Y(Kg)
hierbei bezeichnet € = (], --.,Tff) den VVektor der ffindungslangen und
K=(Kv ... ,Kg) den Vektor der kumulativen Bindungslange;

Ki = £ Tt K,g und t sind Zufallsvariablen. Wir l6sen das Problem der
t=i
Bindungen wie Ublich, indem wir die Standardmethode der Lhirschnitts-

scores verwenden. Den Vektor der Durschnittsscores
(an(l,T)........ an (n,t)) kann man folgendermaRen definieren:

FUri mitKm_Ll <1 Km

an(i,r) = -"- 1Ll an-(fc), (26.1)

rm k=Km-t+1

wobei an' e IRn. Eine ausfuhrliche Darstellung der Gilteeigenschaften
linearer Rangstatistiken unter Bindungen gibt beispielsweise Behnen
(1974). Die Methode der maximal selektierten Rangstatistiken verallge-
meinern wir, indem wir bei der Standardisierung der Teststatistik die
unter dem Durschnittsscorevektor bedingten Momente verwenden:

(2.6.2)

2.7. Zensierung

Im folgenden verallgemeinern wir die Methode der maximal selek-
tierten Rangstatistiken fur zensierte ZielgroRen. Man spricht allgemein
von zensierten ZielgroRen, wenn die interessierende Zielgrofle nicht
vollstandig beobachtbar ist und ein Zensierungsmechanismus existiert,
der die Beobachtung beenden kann. Wir betrachten also
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XLYr,0l), .. ..,Pk,rndn) 1 wobei 6i der Zensierungsindikator und
die beobachtbare Zielgrof3e ist, z.B. die beobachtbare Uberlebenszeit
eines Probanden. <" =1 bedeutet, dal} die beobachtete ZielgroRe nicht
zensiert ist und damit vollstdandig beobachtet wurde. Wir beschranken
uns auf die sogenannte zuféllige Zensierung (random censorship
model, z.B. Miller, 1981, p.5). Als Nullhypothese Ho erhalten wir:

Ho : (K<5) und X sind stochastisch unabhangig.
Als nichtparametrische Zweistichproben-Statistik betrachten wir die im
Bereich der Analyse von Uberlebenszeiten iblicherweise verwendeten

Statistiken vom Tarone-Ware-Typ (2.7.1) (siehe z.B. Miller, 1981,
pp.103-105).

np= E (2-7.2)
1=1

wobei ~Cpni - S cp(X6,P /7 (n -1 + 1), (wp ... . ,wn) ein gegebener

Gewichtsvektor ist, Dn = (Dnl.......... Dnn) = Rn~l und cp(x) = Die

Log-Rank-Statistik (Savage-Scores) erhalt man fur wi —1 und die
Gehan-Statistik (Wilcoxon-Scores) furwi =n —i + 1

Man kann die Statistik vom Tarone-Ware-Typ als lineare Rangsta-
tistik auffassen, deren Scores von dem bzgl. Y geordneten Vektor
Gg = (<5p...cee... abhéngen (z.B. Mehrotra, Michalek und Mihalka

1982). Denn es gilt:

-np ~ E ORni wi (cp”Dni) ~ cpni) (2.7.2)
11=1

E 5Dni ~p&dI -J__Si cp(™ni)/ (n -i + 1))

iI_EI cp(Ai?,P (Bpni wi - >§l obnj wj / (n —i + 1))

i|:5| cp(*Q) »nWiiA))
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wobei

an(i,00) = ébniwi — £ 6Dnjwj / (n —j + 1) .
7=1

Im Falle von Miindungen in der Zielgré]3e Y hangen die Scores auch von
den Bindungslangen ab. Die identischen Beobachtungen erhalten bis
auf den Zensierungsindikator identische Scores, wobei der Nenner
(n - + 1), die Anzahl der Beobachtungen unter Risiko ohne Bindun-
gen, durch die Anzahl der Beobachtungen unter Risiko bei Bindungen
ersetzt wird. Des weiteren werden die Gewichte Wj bzw. wi mit dem
Rang von Kg-j bzw. indiziert. Also verwenden wir wie Ublich keine
Durschnittsscores bei zensierten ZielgroRen (z.B. Jones und Crowley
1989, Formel 7) und kénnen somit die Interpretation als verallgemei-
nerte Mantel-Haenzel-Statistik aufrechterhalten. Die Teststatistik
(2.7.1) standardisieren wir, indem wir, wie bei Bindungen, die unter dem
Scorevektor an bedingten Momente verwenden, und wir erhalten somit
analog zu (2.6.2) die maximal selektierte Tarone-Ware-Typ Statistik.
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3. Asymptotische Verteilung unter der Nullhypothese

Im folgenden leiten wir die asymptotische Verteilung maximal
selektierter Rangstatistiken unter der Nullhypothese her. Das ver-
wendete Invarianzprinzip gilt auch bei Bindungen und bei Zensierung
fur die in den Abschnitten 2.6 und 2.7 eingefuhrten Verallgemeinerun-
gen. Im Abschnitt 3.1 fuhren wir das bendtigte Invarianzprinzip der
austauschbaren Zufallsvariablen von Billingsley (1968, pp. 212-214) ein,
und im Abschnitt 3.2 wenden wir das Invarianzprinzip auf die im Kapitel
2 eingefuhrte Methodik an. Eine einfache Approximationsformel von
Jennen (1985) ermoglicht die Berechnung von approximativen asymp-
totischen Quantilen (Abschnitt 3.3).

3.1. Invarianzprinzip bei austauschbaren Zufallsvariablen

Billingsley (1968, pp.212-214) leitet fur austauschbare Zufallsvari-
ablen ein Invarianzprinzip her. Hierbei definiert Billingsley austausch-
bare Zufallsvariablen folgendermafllen: Fir jedes n elN sind
fni> 1+ 1 fnn austauschbare Zufallsvariablen, falls die gemeinsame Ver-
teilung permutationsinvariant ist; d.h. falls fur alle Tn e Lin und x e IRn

gilt,
1 .fnn ™Xn) = Pttnfrnt) * IHHIKNnnn) £ )1

Des weiteren fordert Billingsley (1968) folgende Regularitatsbedingun-
gen:

Sthi 0. S Kni)2 1. Knil 0 furn I (3.1.1)
i=1 i=I I<isSn

wobei die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Satz 3.1.1. (Billingsley 1968, Theorem 24.2):

Falls fni- 1+ 1. fnn austauschbare Zufallsvariablen sind und falls (3.1.1)
gilt, dann qilt:
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iBn(i): o<t < i| 1i£20(i); ot < lj fur n -+ oo,

wobei Bn(t) = [nZE] fni | ° =0, [x] =max\n elIN :n < |x]j sign(x'), Bo
die Brownschel_érijckelbezeichnet und * die Konvergenz nach Ver-
teilung bezeichnet.

Korollar 3.1.2. (Ch.ern.off und Teicher, 1958):

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1.1 und 0<td<1 gilt
Bn(i0) “"N(O,to(l —i0)) fur n -» > wobei 7V(O,fo(1 - f0)) die Normalver-

teilung mit Erwartungswert 0 und Varianz i0(I — i0) bezeichnet.

3.2. Invarianzprinzip maximal selektierter Statistiken

Um das Invarianzprinzip aus Satz 3.1.1 auf die im Kapitel 2 einge-
fuhrten maximal selektierten Statistiken anwenden zu kdnnen, ist zu
zeigen, dafRR die verwendeten Scores austauschbare Zufallsvariablen
sind. Hierzu betrachten wir die Scores in Abhéngigkeit der Antirénge
von X, d.h.

(an(@/?no<n-1(1)), . ' 1 . (3.2.1)

Hierbei hangt an bei Bindungen auch von r (Abschnitt 2.6), bei zensier-
ten Daten von Dn und 6 ab (Abschnitt 2.7). Unter der Nullhypothese
sind X und Y bzw. X und (K.8) stochastisch unabhangig, und somit ist
die gemeinsame Verteilung von (3.2.1) permutationsinvariant, und die
Zufallsvariablen (3.2.1) sind somit austauschbar. Da wir die standardi-
sierte Form der jeweiligen Teststatistik betrachten, fordern wir anstelle
von Bedingung (3.1.1):

(ani —gn)Ss
max 0 farn-> . (3.2.2)
I<i<n
- gn)2
vi=1

Diese Bedingung ist hinreichend fur (3.1.1), falls
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fni = (®ni - “N)/(S (ani “* ®nN)2)"-
Falls (3.2.2) erfullt ist, gilt somit mW. 1:

[Bn(@): 0<t<l1jbh 0<i<lj furn-»"°,

wobei Fn(i) = [£] (an(/?7no™n_1(i)) - an)/(£ (“ni “ an)2A
i=I i=I
Die Aussage gilt mW.1, da Qn~r mW. 1 eine Permutation ist, und mit
t ~ "nX<P) Rill dann:
/) = Bnp- wobei = (Tnp- nFnX(pYari')/ (£ (ani - &n)2)™.
Die Konsistenz der empirischen Verteilungsfunktion FnX sichert die
Konsistenz der empirischen Quantile. Damit wird die Selektion asymp-
totisch bzgl. dem et— und e2—Quantil der Verteilung der EinfluB>groE>e X
durchgefuhrt.
£>[0,1] sei der Raum der rechtsseitig stetigen, reellwertigen Funkti-
onen mit linksseitigen Grenzwert auf dem Intervall [0,1] versehen mit
der Supremums-Metrik. Des weiteren sei 0<Ej<e2<1 und
: M0,1] -» I?mit
) = sup o
<e (i (i -i))*

Fir stetige Funktionale F : £>[0,1] -»IR gilt allgemein (z.B. Billingsley,
1968, p.29), daf> aus der Konvergenz des Prozesses die Konvergenz des
Funktionals folgt;

d.h. aus [Bn(D)i folgt F(iB,,(i)J) 4F([BO()]). F ist ein

stetiges Funktional auf £>[0,1], und fur die Varianz von Tnp gilt:
Var(Tnp) = n/(n-1) FnX(p) (1 - FnX(pY) £(ani “ ®n)2- Damit 14>t sich
~n(ei’E2) als Funktional von 2n(f) darstellen. Also gilt fur die

asymptotische Verteilung maximal selektierter Statistiken folgender
Satz:
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Satz 3.2.1.:
Mn(Ei<£2) sei geméaR Kapitel 2 definiert und (3.2.2) sei erfullt, dann gilt
unter Ho:

u, . 1™N0(D)|
"nisi's> “ SUP . et < fur 71 mW.L

Miller und Siegmund (1982) erhielten fur die Wurzel der maximal
selektierten y2—Statistik dasselbe asymptotische Resultat. Die Ergeb-
nisse von Miller und Siegmund (1982) fur bindre ZielgréRen und von
Jespersen (1986) fur zensierte ZielgroRen erhalt man als Spezialfalle
von Satz 3.2.1. Satz 3.2.1 laf3t sich auch auf eine maximal selektierte
t- bzw. GauR-Statistik anwenden, falls das zweite Moment der
ZielgroRe Y endlich ist, wobei ani - YA Dieser Spezialfall lafdt sich
allerdings auch durch eine direkte Anwendung von Donskers Theorem
(z.B. Billingsley 1968, p.68) zeigen.

3.3. Approximation der asymptotischen Verteilung

Miller und Siegmund (1982) geben fur die asymptotische Verteilung
folgende Approximation (Jennen 1985, Sek. 5E) an:

: lgp(O ! 3.3.1
SW: 3.
e [’21' el (i @1 -i)* ( )
4 y(b) ) . £2(1 ~ £1)
#P0>) 6 - Y log oy
fur 0 < < 1lundb -» 00, wobei 97(6) die Lebesque-Dichte der Stan-

dardnormalverteilung bezeichnet; also 95(0) = 1/(2 w)™ exp (—% 6s). Die
Formel (3.3.1) ermdglicht eine Approximation der asymptotischen
Quantile, und somit kénnen wir eine approximative Testvorschrift zum
Niveau a fur die maximal selektierte Statistik angeben.
Tabelle 3.3.1 erlaubt den Vergleich einiger anhand von Formel (3.3.1)
berechneteter Quantile mit den Quantilen des Absolutbetrages einer
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Standardnormalverteilung (siehe auch Tabelle 1.2.1).

Quantile asymptotische Quantile fur
a IMO,DI  (0.25,0.75)  (0.4,0.6) (0.1,0.9) (0.4,0.9)
0.100 1.645 2.539 2.263 2.784 2.597
0.090 1.695 2.585 2.310 2.828 2.642
0.080 1.751 2.636 2.362 2.875 2.693
0.070 1.812 2.693 2.420 2.927 2.748
0.060 1.881 2.756 2.485 2.986 2.811
0.050 1.960 2.829 2.560 3.054 2.883
0.040 2.054 2915 2.649 3.135 2.968
0.030 2.170 3.022 2.760 3.235 3.073
0.025 2.241 3.088 2.828 3.297 3.138
0.020 2.326 3.166 2.910 3.371 3.215
0.010 2.576 3.395 3.149 3.588 3.442

Tabelle 3.3.1.: Quantile der asymptotischen Verteilung in Abhangigkeit
von (e”eq) und die Quantile des  Absolutbetrages der

Standardnormalverteilung, |7V(0,1) |.
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4. Zusammenhang zu Strukturbruchmodellen

Im Abschnitt 4.1 diskutieren wir den Zusammenhang zwischen dem
Prufpunktmodell und einem abrupten Strukturbruchmodell. Im Gegen-
satz zu den sequentiellen Strukturbruchmodellen kann man das Pruf-
punktmodell als eine Verallgemeinerung eines nichtsequentiellen ein-
fachen Strukturbruchmodells ansehen. Man geht hierbei davon aus,
daR eine geordnete Folge von Beobachtungen einer Zielgrofe gegeben
ist. Normalerweise wird die Ordnung bei Strukturbruchmodellen direkt
aus dem Beobachtungsmechanismus abgeleitet; beispielsweise die
Ordnung der Beobachtungszeitpunkte. Beim Prufpunktmodell kann
man die Beobachtungen bzgl. der hypothetischen EinfluRgrée ordnen
und anhand maximal selektierter Statistiken den EinfluR dieser
Ordnung Uberprufen. Man erhéalt somit ein einfaches Strukturbruch-
problem. In den letzten Jahren sind viele Arbeiten erschienen, die
Strukturbruchmodelle und mehrphasige Regressionsmodelle behandeln
(Abschnitt 4.2). Zusammenhédnge, Analogien und Unterschiede zu
diesen Arbeiten werden im folgenden aufgezeigt.

4.1. Abruptes Strukturbruchmodell

Die Analyse von abrupten Strukturbruchmodellen geht auf die
Arbeiten von Page (1954, 1955) zuriick. Page (1955) geht davon aus,
dal eine Folge von stochastisch unabhangigen Zufallsvanablen

........ Zn vorliegt, die Verteilung der Zufallsvariablen ZIt .. _,ZV iden
tisch ist, die Verteilung der Zufallsvariablen Zu+l......... Zn ebenfalls
identisch ist und die Verteilung der Zufallsvariablen Zu und unter-
schiedlich sein kann. Des weiteren sei der Wechselpunkt bzw. Struk
turbruchpunkt v mit 1 < v <n unbekannt. Das Prufpunktmodell (Ab-
schnitt 2.2) kann man als verallgemeinertes abruptes Strukturbruch-
modell auffassen. Hierbei sei (Xj.Fi), ' 1 eine bivariate Stich
probe gemal Kapitel 2 und (Dnl, 111,Dnn) bezeichnet den Vektor
Antirdnge von X. Da Dn m.W.l eine Permutation der Zahlen (1........... ™)
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liefert, kann man Y anhand von Dn eindeutig ordnen. Die bzgl.
der EinfluRgroRe X geordnete Folge der Zielgré3en bezeichnen wir mit
Y'- wobei Y'i - Yn . Somit 143t sich das Prufpunktmodell mW.1 in ein

abruptes Strukturbruchmodell Uberfuhren. Wir vernachlassigen hierbei
allerdings Information tber die Verteilung von X, und der unbekannte
Wechselpunkt v' wird zu einer Zufallsvariablen, wobei v' = nFnX(fi). Der
Wechselpunkt v' modelliert somit die Anzahl der Beobachtungen in der
Gruppe mit Werten der EinfluRgréRe kleiner oder gleich dem Prufpunkt
/i. Der hier beschriebene Zusammenhang erlaubt einerseits eine teil-
weise Ubertragung von Ergebnissen aus Arbeiten Uber abrupte Struk-
turbruchmodelle (vgl. Abschnitt 5.1 und 7.1), und andererseits sind ei-
nige Ergebnisse unserer Arbeit auf den Spezialfall abruptes Struktur-
bruchmodell anwendbar. Dies gilt insbesondere fir die Verteilung der
maximal selektierten Rangstatistiken unter der Nullhypothese (siehe
Abschnitt 3.2, 51 und 5.2) und fur die diskutierten Approximati-
onsmaglichkeiten (Abschnitt 5.3, 5.4 und 6.3), da die Verteilung unter
der Nullhypothese bei beiden Modellierungen m.W.1 identisch ist. Ein
wesentlicher Unterschied des in der vorliegenden Arbeit betrachteten
Prufpunktmodells gegentiber einem abrupten Strukturbruchmodell ist
der Klassiflkationsaspekt der Modellierung. Hierdurch ist die Einfuh-
rung von den minimalen Gruppenanteilen und e2 naheliegend und
beispielsweise fur die diagnostische Interpretation einer EinfluRgroRe
sinnvoll. Dagegen kann man den durch Ej und e2 gegebenen Selektions-
bereich bei Strukturbruchproblemen verwenden, um als asymptotische
Verteilung die standardisierte Brownsche Bricke zu erhalten (James,
James und Siegmund 1987). Dies gilt auch fur die von Ledwina (1986)
betrachtete maximal selektierte Rangstatistik als nichtparametrischer
Test auf positive quadratische Abhangigkeit. Des weiteren ist bei der
Analyse des Prufpunktmodells der Einflul? der Verteilung der mdéglichen
EinfluRgroRe von Bedeutung (vgl. Abschnitte 9.1 und 10.1).
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4.2. Strukturbruchstatistiken

Ausgehend von den Arbeiten von Page (1954,1955) sind vielféltige
Arbeiten Uber Strukturbruchmodelle erschienen. Dementsprechend
fand die lhematik in den letzten Jahren auch in Lehrbichern Beach-
tung. Beispiele hierfir sind Kramer und Sonnberger (1906), Schulze
(1987) und Shorack und Wellner (1986). Kramer und Sonnberger
(1906) und Schulze (1987) diskutieren parametrische Strategien zur
Analyse von Strukturbrichen im linearen Modell. Aspekte des durch
lineare Rangstatistiken gegebenen empirischen Prozesses werden bei
Shorack und Wellner (1986) behandelt. Siegmund (1986, 1988) be-
spricht Strukturbruchstatistiken im Zusammenhang mit parametri-
schen sequentiellen Strategien und gibt eine Ubersicht tiber asymptoti-
sche Ergebnisse. Des weiteren kann man die Arbeit von Wolfe und
Schechtmann (1984) erwahnen, wo erste nichtparametrische Prozedu-
ren zur Analyse des abrupten Strukturbruchproblems zusammengefal3t
werden. Eine Bibliographie zu Strukturbruchproblemen geben Shaban
(1980) und Hackl und Westlund (1989). Hackl (1989) und Lombard
(1989) bieten eine aktuelle Ubersicht und Einfuhrung zu Struktur-
bruchproblemen in der Okonometrie bzw. zum abrupten Struktur-

bruchproblem.

Im folgenden geben wir eine Ubersicht tiber Arbeiten zu Struktur-
bruchproblemen und diskutieren Ergebnisse bei der Nullhypothese, dafi
kein Wechselpunkt existiert. Wir erwahnen insbesondere Ergebnisse, die
eine maximierte Statistik verwenden, da hierdurch in der Regel auch
ein Wechselpunkt geschatzt wird und insofern der Methode der maximal
selektierten Rangstatistiken beim Priufpunktmodell entspricht. Quandt
(1958, 1960) analysiert einen Likelihoodquotiententest und verwirft
aufgrund von Monte-Carlo Ergebnissen eine y2-Approximation fur
diesen Test. Eine detaillierte Argumentation bzgl. der nicht statthaften
X2-Approximation findet sich bei Feder (1975). Hinkley (1970) leitet E
gebnisse bei existierendem Wechselpunkt her, d.h. Aussagen Uber
Wechselpunktschatzer unter der Alternative. MacNeill (1974) behande
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Invarianzprinzipien von parametrischen Strukturbruchstatistiken
sowohl unter der Nullhypothese, kein Wechselpunkt, als auch unter
Alternativen, mindestens ein Wechselpunkt. Hawkins (1977) und Worsley
(1979) leiten eine rekursive Integraldarstellung fur die exakte Ver-
teilung unter der Nullhypothese her. Sie betrachten das klassische
Zweistichproben-Normalverteilungsmodell mit bekannter und un-
bekannter Varianz. Fur dasselbe Problem geben James, James und
Siegmund (1907, 1988) Approximationsformeln an. Eine andere Appro-
Ximation der exakten Verteilung von Strukturbruchstatistiken liefert
die verbesserte Bonferroni-Ungleichung von Hunter (1976) (siehe auch
Worsley 1982). Worsley (1982, Bsp. 3.2) diskutiert die Verwendung bei
Strukturbruchproblemen als einen Spezialfall des allgemeinen Vor-
schlags. Das Verschwinden des Wechselpunktes unter der Hypothese
verursacht die Probleme bei der Verwendung der ublichen Maximum-
Likelihood Asymptotik. Diese Problematik beim Hypothesen Testen,
wenn ein Parameter nur unter der Alternative existiert, behandelt
Davies (1977, 1987). Davies (1977) approximiert die Verteilung von
Teststatistiken in solchen Situationen durch einen stetig differenzier-
baren Gaulprozel3. In dieser Situation schlagt Davies (1987) die Ver-
wendung einer Schéatzung der Kovarianzfunktion des Gaul3prozesses in
seiner Approximationsformel vor. Worsley (1983) betrachtet die Ver-
teilung des Likelihoodquotiententests in der zweiphasigen Regression
und demonstriert insbesondere die Verwendung einer Approximation
der Verteilung unter der Nullhypothese mittels einer verbesserten
Bonferroni-Ungleichung (Worsley 1982). Freeman (1986) schlagt eine
Strategie unter Benutzung eines Anpassungstests vor und fuhrt Ver-

gleiche zu dem Maximum-Likelihood VVorgehen bei Sen und Srivastava
(1975) durch.

Sen und Srivastava (1975) schlagen auch maximale Rangstatistiken
als Strukturbruchstatistiken vor. Insbesondere diskutieren sie den
maximalen standardisierten Median- und Wilcoxon-Test. Pettitt (1979)
verwendet nichtstandardisierte Rangstatistiken und bespricht den Zu-
sammenhang zum Kolmogorov-Smirnov-Test (vgl. Abschnitt 1.2).
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Schechtman (1982) vergleicht beide Strategien anhand von Monte-
Carlo Ergebnissen und der exakten Permutationsverteilung fur n ==
Weitere neuere Arbeiten zu nichtparametrischen Tests beim abrupten
Strukturbruchmodell sind Lombard (1987) und Csoérgdé und Horvath
(1987, 1988) Bhattacharyya und Johnson (1968) analysieren lineare
Rangstatistiken (Tests auf Trend) bei einem abrupten Strukturbruch-
modell und leiten Optimalitatsaussagen in Abhangigkeit einer apriori
Verteilung des Wechselpunkts her. Praagman (1988, 1989) vergleicht
lineare Rangstatistiken und maximale Rangstatistiken anhand ihrer ex-
akten Bahadur-Effizienz (siehe auch Abschnitt 7.1).

Darkhovskh (1976) zeigt, daE> die Wilcoxon-Statistik unter allgemei-
nen Bedingungen eine konsistente Wechselpunktschidtzung ermdglicht.
Pettitt (1980) diskutiert die Wechselpunktschatzung mittels maximaler
Rangstatistiken anhand von Monte-Carlo Ergebnissen. Carlstein (1988)
leitet unter auRerst allgemeinen Bedingungen einen Kkonsistenten
Wechselpunktschatzer her (vgl. Dumbgen 1989). Carlsteins Strategie
beruht auf einer maximalen Statistik vom Anderson-Darling Typ
zwischen den durch den Wechselpunkt determinierten Teilfolgen.
Weitere neuere Arbeiten Uber die nichtparametrische Wechsel-
punktschétzung sind Miao und Zhao (1988) und Scariano und Watkins
(1988). Miao und Zhao (1988) behandeln die gemeinsame konsistente
Schéatzung von mehreren Wechselpunkten.

In der vorliegenden Arbeit verwenden und modifizieren wir die Er-
gebnisse von Praagman (1988) bei der Berechnung der exakten
Bahadur-Effizienz  (Abschnitt 7.1), und wir verallgemeinern die
Konsistenzaussage von Darkhovskh (1976) (Abschnitt 9.1). Die von
Lombard (1987) und von Pettitt (1979) betrachtete asymptotische
Brownsche-Bricke unter der Nullhypothese erhalten wir im Kapitel 3
als Spezialfall. Das bei Bindungen und Zensierung gultige Invarianz-
prinzip ist auch fur Strukturbruchprobleme neu. Zusammenfassend
betonen wir, da£> die in der vorliegenden Arbeit eingefiihrte Metho

der maximal selektierten Rangstatistiken keine triviale Veralloem
rung eines nichtparametrischen Vorgehens bei Strukturbruch-
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Problemen ist. Die Abh&angigkeit von der Verteilung der EinfluRgroRe,
die Interpretation des Prufpunktmodells und die Festlegung der Selek-
tionsgrenzen verdeutlichen diese Feststellung (vgl. Abschnitt 4.1).
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5. Exakte Verteilung und Approximationsmdglichkeiten

Die in Kapitel 3 unter der Nullhypothese hergeleitete asymptoti-
sche Verteilung liefert eine Maoglichkeit, einen maximal selektierten
Rangtest durchzufuhren. Hierbei stellt sich das Problem, wie gut die ex-
akte Verteilung bei festem Stichprobenumfang durch die asymptoti-
sche approximiert wird. Im Abschnitt 5.1 diskutieren wir das Problem
der Berechnung und der Approximation der exakten Verteilung. Des
weiteren approximieren wir die exakte Verteilung fur verschiedene
Scorefunktionen anhand einer Monte-Carlo Studie und vergleichen sie
mit der asymptotischen Verteilung (Abschnitt 5.2). Ungleichungen vom
Bonferroni-Typ liefern eine andere Mdéglichkeit, das Niveau eines maxi-
mal selektierten Tests abzuschatzen (Abschnitt 5.3). Im Abschnitt 5.4
werden die diskutierten Approximationsmoglichkeiten verglichen.

5.1. Exakte Verteilung maximal selektierter Statistiken

Die exakte Verteilung der maximal selektierten Rangstatistiken
kann anhand der Permutationsverteilung des Scorevektors berechnet
werden. Die n! moéglichen Permutationen ergeben maximal
n'/ (nj - )1 (n -71i2)!) relevante Kombinationen, wobei
Ti! =FnX(xnDnN, N2 =F,,y(xn2) n und xnl. xnZ bezeichnen die Cl-,
e2-Quantile bzgl. (vgl. Kapitel 2). Allerdings ist die direkte Berech-
nung uUber die moéglichen Permutationen des Scorevektors nur fur
kleine Stichprobenumfange praktikabel, die fur die Anwendung des
Prufpunktmodells irrelevant sind.

Die exakte Verteilung der maximal selektierten GaufR3-Statistik (vgl.
Abschnitt 2.4) kdnnte man als Approximationsmdglichkeit betrachten.
Fir diese parametrische Situation leitet Hawkins (1977) eine rekursive
numerische Berechnungsmdoglichkeit her und bestimmt so exakte
Quantile bis zu einem Stichprobenumfang von n = 50. Er betrachtet
ein abruptes Strukturbruchmodell und die dadurch gegebene Folge von
GauR-Statistiken. Sein Resultat gilt allgemein fur die Verteilung des
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maximalen  Absolutbetrages einer Folge von  Teststatistiken
A\ p - T\, falls ein Markoffscher standardisierter
Gaubprozel3 ist. Worsley (1979) leitet fur ¢-Statistiken ein hierzu
analoges Verfahren her. Die von James, James und Siegmund (1987)
vorgeschlagene Approximation zweiter Ordnung liefert in beiden Fallen
eine numerisch einfachere Ldsung. Fur die exakte Verteilung der maxi-
mal selektierten GauE>-Statistik kann man folgende Approximationsfor-
mel in Abhangigkeit des Stichprobenumfangs n verwenden (James u.a.
1987; Formel 18,17):

~(g.-Nib)<«< (5.1.1)

b/n,-1/n)> ”
21 -$() +b 9 (b) f — exp (-0.583 (X A------- )) dx ),

6(I/n2-1/n)* X nx
wobei $ die Verteilungsfunktion und ¢ die Lebesque-Dichte der Stan-
dardnormalverteilung bezeichnet, des weiteren nt = FnX{xnt) n und
N2 ~ *nx(xn!") n1 James u.a. (1987) und Siegmund (1985) empfehlen
obige Approximation, falls die Integrationsgrenzen innerhalb des In-
tervalls [0,2] liegen.

5.2. Monte-Carlo Ergebnisse

Anhand von Monte-Carlo Berechnungen approximieren wir die ex-
akte Verteilung maximal selektierter Rangstatistiken bei endlichen
Stichprobenumféngen. Die exakte Verteilung hangt von der Wahl des
Scorevektors ab, deshalb fuhrten wir Monte-Carlo Berechnungen fur
verschiedene gebrduchliche Scorevektoren durch: Wilcoxon-Scores,
an(i)=i; Median-Scores, an(i) = 1lisn/2j; Log-Rank-Scores,

i
‘ni)=1-S I/(n -; +1) und van-der-Waerden-Scores,
J=1
an(i) = &-1(i/(n. + 1)), wobei $ die Verteilungsfunktion der Standard-

normalverteilung bezeichnet. Die Median-Score-Statistik
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dichotomisiert die ZielgréRe Y, und die betrachtete Teststatistik ist
somit aquivalent zu der Wurzel der maximal selektierten y2-Statistik
von Miller und Siegmund (1982) bei ap+bp - [Nn/2] und
cp +dp=n —[N/2] (vgl. Abschnitt 1.2). Wir konnen die maximal selek-
tierte xS-Statistik als eine maximal selektierte Quantil-Score-Statistik
auffassen und Monte-Carlo Ergebnisse fur die maximal selektierte
Median-Score-Statistik mit Monte-Carlo Ergebnissen von Halpern
(1982) fur die maximal selektierte xS-Statistik vergleichen. Des weite-
ren fuhrten wir Monte-Carlo Berechnungen fur die maximal selektierte
Zweistichproben-i-Statistik und Gau£>-Statistik durch.

Die Verteilung der maximal selektierten Rangstatistik ist unter der
Nullhypothese invariant bzgl. stetiger Verteilungsfunktionen von X und
y und insofern nichtparametrisch. Bei unseren Monte-Carlo Berech-
nungen wahlten wir fur die EinfluPgro&e X die Gleichverteilung auf dem
Intervall [0,1] und flr die ZielgroRe Y die Standardnormalverteilung.
Gleichverteilte Pseudo-Zufallszahlen berechneten wir mit dem Algorith-
mus von Wichmann und Hill (1985) und Normalverteilungsquantile mit
dem Algorithmus von Beasly und Springer (1985). Letzteren Algorith-
mus verwendeten wir auch fur die Transformation der gleichverteilten
Pseudo-Zufallszahlen in standardnormalverteilte Pseudo-Zufallszahlen.
Wir berechneten 10 000 Wiederholungen fir jede betrachtete Parame-
terkombination, wobei n = 10, 20, 30, 50, 100,200 und (&™) =

(0.25,0.75), (0.4,0.6), (0.1,0.9) und (0.4,0.9).

Ein oberer Test bzgl. Mn(E1,r2) liefert eine Testvorschrift fur das
zweiseitige Testproblem (vgl. Abschnitt 2.2); d.h. zur Konstruktion eines
exakten Tests ist die exakte Verteilung der Teststatistik erst ab dem
90% Quantil relevant. Deshalb beschrédnken wir uns im folgenden au
den Teil der jeweiligen Verteilung zwischen dem 90% und 100% Quantil.
Unter einem K% Quantil verstehen wir den Wert der inversen Ver-
teilungsfunktion far K/ 100. Far festes 20
Pm(x0) = #A\(ELE2) « -0! / — binomialverteilt; damit kann man die
Genauigkeit der Monte-Carlo Berechnung von der Verteilungsfunktion

der maximal selektierten Rangstatistik



2.5 3.5
simulierte Quantile

Abb. 5.2.1.: Simulierter und approximativer oberer Teil der Verteilungs-
funktion der maximal selektierten Wilcoxon-Statistik unter der Nullhy-
pothese bei (e"Eg) = (0.25,0.75). Die durchgezogene Linie veranschau-
licht die approximative asymptotische Verteilung.

simulierte Quantile

Abb. 5.2.2.: Simulierter und approximativer oberer Teil der VVerteilungs-
funktion der maximal selektierten Gaug£-Statistik unter der Nullhypo-
these bei (cpEg) = (0.25,0.75). Die durchgezogene Linie veranschaulicht
die approximative asymptotische Verteilung.



simulierte Quantile
Ahh 5 2 S| Simulierter und approximativer gberer Tei| der Verteilungs-
funkt?on der maxima ser?ektﬁaeten —%tat?stlci( unter (Jer N"yl5°Ltjh85®
bei (£4.62) = (0.25,0.75). Die durchgezogene Linie veranschaulicht
approximative asymptotische Verteilung.

Abb 2 4- Simuljerter und roximativer oberer Teil der Verteilungs-
funkt?on der maxima selekte}gpten van-der-Waerden-Statistik unter ger

Nullhypothese bei (Cl.e2) = (0.25,0.75). Die durchgezogene Lime veran-
schaulicht die approximative asymptotische Verteilung.
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simu li erte Quantile

Abb. 5.2.5.: Simulierter und approximativer oberer Teil der Verteilungs-
funktion der maximal selektierten Median-Statistik unter der Nullhypo-
these bei (epEg) = (0.25,0.75). Die durchgezogene Linie veranschaulicht
die approximative asymptotische Verteilung.

simuli erte Quant ile

Abb. 5.2.6.: Simulierter und approximativer oberer Teil der Verteilungs-
funktion der maximal selektierten Log-Rank-Statistik unter der Nullhy-
pothese bei (ei,e2) = (0.25,0.75). Die durchgezogene Linie veranschau-
licht die approximative asymptotische Verteilung.



simulierte Quantile

Abb. 5.2.7.: Simulierter und approximativer oberer Teil der Verteilungs
funktion der maximal selektierten Wilcoxon-Statistik unter der Nullhy-

pothese bei (cl,e2) = (0.4,0.6). Die durchgezogene Linie veranschaulicht
die approximative asymptotische Verteilung.

simul ierte Quanti le
Abb. 5.2.8.: Simulierter und approximativer oberer T jjullhy-
funktion der maximal selektierten Wilcoxon Tlnie veranschaulicht
pothese bei (&LI:Z = E0.1,0.9§ Die durchgezogene Lime veranscn
die approximative asymptotische Verteilung.
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anhand folgenden approximativen (1-a) Konfidenzintervalls beurteilen:
Pm(x0) + ¢-‘(I ~ a/2) (pm(x0) (1 —-pm(z0)) /7 m)% wobei m die Anzahl
der Monte-Carlo Wiederholungen und $~! die inverse Verteilungsfunk-
tion der Standardnormalverteilung bezeichnet. Fur p 10000(z0) = 0.95
erhalten wir als approximatives 99%-Konfidenzintervall beispielsweise:
0.95 + 0.0056.

In den Abb. 5.2.1-8 wird jeder IOte Wert der simulierten Ordnungs-
statistiken als Stutzpunkt verwendet, sofern er im Intervall [2,4] liegt.
Die jeweiligen Punkte der kumulativen relativen Haufigkeitsverteilung
werden zur Veranschaulichung linear verbunden. Abb. 5.2.1 zeigt die
simulierten Verteilungen von Mn (0.25,0.75) unter Verwendung von
Wilcoxon-Scores bei den betrachteten Stichprobenumfangen und die
approximative asymptotische Verteilung gemal Formel (3.3.1). Abb.
5.2.1 legt nahe, dall die asymptotische Verteilung stochastisch grofi3er
ist als die simulierten Verteilungen, wobei die asymptotische Verteilung
nur relativ langsam erreicht wird. Folglich fuhrt eine auf den asympto-
tischen Quantilen beruhende Testvorschrift zu einem konservativen
Test. Anhand der Abb. 5.2.1 kann man das tatsachliche Niveau einer
asymptotischen Testvorschrift abschatzen. Abb. 5.2.2 zeigt die simulier-
ten Quantité fur dieselbe Parameterkonstellation bei der maximal
selektierten Gaul3-Statistik. Bei gleichem Stichprobenumfang ist die
Approximation durch die asymptotische Verteilung bei der GauR-
Statistik etwas besser als bei der Wilcoxon-Statistik, aber die stochasti-
sche Ordnung fur die verschiedenen Stichprobenumfange scheint
gleich zu sein. Dies spricht dafiir, da3 der beobachtete Effekt aus der
Maximierung der Teststatistik resultiert und nicht aus dem diskreten
Charakter der Permutationsverteilung. Das Verhalten der simulierten
Verteilungsfunktionen der maximal selektierten ¢-Statistik ist dagegen
anders (Abb. 5.2.3). FUr n = 10, 20, 30 ist die simulierte Verteilungs-
funktion stochastisch groRer als die asymptotische Verteilung, und ab
n =50 ist die Approximation der simulierten Verteilung durch die
asymptotische Verteilung gut. Diese Unterschiede sind als Effekt der
Varianzschatzung plausibel, da bei den Rangstatistiken und bei der
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GaulR-Statistik die Varianz unter der Nullhypothese bekannt ist. Die
Verwendung von van-der-Waerden-Scores verbessert die Approximation
der maximal selektierten Rangstatistik durch die GaulR3-Statistik nicht
(Abb. 5.2.4), allerdings scheint der diskrete Charakter der simulierten
Verteilung schneller zu verschwinden. Die Abb. 5.2.5 und 5.2.6 zeigen
dieselbe Situation bei Verwendung von Median-Scores und Log-Rank-
Scores. Der Effekt der GroRRe des Selektionsintervalls auf die simulier-
ten Quantile wird von den Abb. 5.2.7-8 veranschaulicht. Abb. 5.2.7
bezieht sich auf An(0.4,0.6) bei Wilcoxon-Scores und Abb. 5.2.8 auf
AIN(0.1,0.9) ebenfalls bei Wilcoxon-Scores. In der Tabelle 5.2.1 fuhren
wir die simulierten 95% Quantile der t-, Wilcoxon-, Median- , Log-Rank-
Statistik und die Approximation der 95%-Quantile nach James u.a.
(1987; Formel 18,17) auf.

Zusammenfassend kann man feststellen, dal3 die Approximation der
exakten Verteilung maximal selektierter Rangstatistiken durch die
asymptotische Verteilung bei moderaten Stichprobenumféangen zu
konservativen Tests zu fuhren scheint. Des weiteren belegen die Unter-
schiede zwischen der maximal selektierten Gaul3-Statistik bzw. t-
Statistik und den betrachteten maximal selektierten Rangstatistiken,
dalR die Verwendung der im Abschnitt 5.1 erwadhnten Berechnungen
nach Hawkins (1977) oder James u.a. (1987) nur fur bestimmte Para-
metersituationen sinnvoll erscheint. Im nachsten Abschnitt fuhren wir
deshalb eine weitere Approximationsmdglichkeit ein.



Ul. e2) n t M w LR JJS

(.25,.75) 10 339 245 239 230 249
(.25,75) 20 295 262 250 245 258
(.25,.75) 30 290 261 260 252 262
(.25,.75) 50 281 266 264 257 266
(.25,.75) 100 281 275 273 265 271
(.25,.75) 200 282 272 277 272 274
(.25,75) o0 283 283 283 283 283

(.4,.6) 10 287 245 219 204 225
(.4,.6) 20 270 228 239 226 230
(.4,.6) 30 259 251 241 230 233
(.4,.6) 50 254 229 243 236 239
(.4,.6) 100 252 244 246 241 241
(.4,.6) 200 254 255 250 249 243
(.4,.6) o0 256 256 256 256 2.56

(1,9) 10 3.70 245 239 255 2.66
(1,9) 20 320 267 259 270 277
(1,9) 30 3.06 269 270 276 282
(m1,9) 50 298 282 278 282 287
(1,9 100 3.00 2.88 290 291 293
(1,9) 200 298 294 293 294 297
(.1,9) 0© 305 3.05 305 305 3.05

(.4,.9) 10 334 245 235 229 251
(:4,.9) 20 298 252 247 250 261
(.4,.9) 30 292 254 258 262 265
(:4,9) 50 286 266 266 267 270
(4.9 100 2.87 279 278 274 275
(4,9) 200 288 282 282 28l 279
1 (-49) © 288 288 288 288 2.88

Tabelle 5.2.1: Simulierte und approximierte 95% Quantile unter der
Nullhypothese. Hierbei bezeichnet t die ¢-Statistik, M die Median-
Statistik, W die Wilcoxon-Statistik, LR die Log-Rank-Statistik und JJS
das anhand (5.1.1) approximierte 95% Quantil der Gaul3-Statistik nach
James u.a. (1987). Fur n = wurden die 95% Quantile mittels der
Approximation der asymptotischen Verteilung (3.3.1) berechnet.
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5.3.Bonferroni-Ungleichung und eine Verbesserung

Die Bonferroni-Ungleichungen (5.3.1) liefern eine allgemeine und in
der Literatur oft verwandte Madoglichkeit, das Niveau eines multiplen
Tests nach oben bzw. nach unten abzuschatzen (z.B. Hawkins 1977;
Worsley 1979; Kramer und Sonnberger 1986, p.147; Bolviken 1988). Ein
multipler Test sei durch die Folge der Einzeltests ... At gegeben,
wobei A* =j| | >bj furi = 1...Z Wenn man die Verteilung der maxi-
malen Teststatistik betrachtet, d.h. P(max | 7t| > 6), dann ergeben die
Bonferroni-Ungleichungen erster bzw. zweiter Ordnung eine einfache
Abschatzung nach oben bzw. nach unten:

ENA)-E* E ~NArv™M)N U AN E PA) (5.3.1)
1-1 1=1 >=i+| i=1 i=1

Die obere Abschatzung liefert einen konservativen Test und kann ein-
fach anhand der Verteilungen der einzelnen Tests berechnet werden.
Im allgemeinen ist die untere Abschatzung in (5.3.1) eine bessere Nahe-
rung, wobei allerdings die bivariaten Verteilungen bendétigt werden. Die
asymptotischen univariaten bzw. bivariaten Verteilungen der Teststa-
tistiken ergeben eine naheliegende Approximationsmdglichkeit der Un-
gleichungen (5.3.1). Worsley (1982, Korrolar 1) leitet folgende ver-
besserte obere Abschatzung her (Hunter 1976):

P(uA) E NA) - E NAnA+) | (5.3.2)

Beweis nach Worsley (1982):
F(6 A)N(A uljiA+i -Ai))
i=lI i=I

(5.3.1)
~(A) + E* MNA+i n AQ)

< s T(A)- SEmMnA+1):

i=1 i=1
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Worsley (1982, Theorem 1) betrachtet die Ereignisse Aj als Knoten eines
Graphen G, wobei zwei Knoten Aj, A- nur dann durch eine Kante -,
verbunden sind, falls die beiden Ereignisse nicht disjunkt sind. Worsley
zeigt fur einen beliebigen Teilgraphen H von G, dal gilt:

i=I 1=1
genau dann, wenn H ein Baum ist.
Man erhélt die beste obere Schranke nach (5.3.2) fur den Baum H der
S maximiert. Wenn Tr, ..., TL eine bezlglich X geordnete
Folge der in Kapitel 2 eingefuhrten Rangstatistiken ist, dann ist (5.3.2)
mit H =\ e23...... ez_ul bzgl. der asymptotischen Normalvertei-
lung unter den zulédssigen Teilgraphen optimal (vgl. Worsley 1982, Bsp.
3.2).

Des weiteren ist die asymptotische Z-variate Normalverteilung von

Tp ..., T bekannt, und die asymptotische bivariate Normalverteilung
von 77 und Tj wird durch die Korrelation Kott « Tj) determiniert.
Wenn T~...,~ die Folge von Zweistichproben-Gaul3-Statistiken
bezeichnet (vgl. Abschnitt 2.4), dann gilt fur i<j:
Kott"TATj) = (i (n~jJ)/ ((n—i) (Worsley 1983; Formel 6.3, beip=I).
vVorsley (1983) leitet eine einfache Approximationsformel fur korre-
lierte chiquadratverteilte Teststatistiken her. Fur die hier betrachteten
Zweistichprobentests erhalt man mittels der von Worsley (1983; Formel
6.5) benutzten Reihenentwicklung:

F(Ai n a7) =
| -Ni(B2) - (/) 72(b2) - (62/4 - 1)(Zi1)3/6] + 0(Zz>5) |

wobei Zj = (1 - Kote (Ti: T)H2)N, b >0, die Verteilungsfunktion
der Xi Verteilung und 3 die Dichte der y2 Verteilung bezeichnet.
Somit kann man die Abschatzung (5.3.2) fur die maximal selektierte
Gaulstatistik in einfacher Weise approximieren. Die Verwendung bei
Rangstatistiken 143t sich asymptotisch rechtfertigen (vgl. auch Kapitel
6)-
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5.4. Vergleich verschiedener Approximationsmaglichkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir die eingefuhrten Approximati-
onsmoglichkeiten der Verteilung maximal selektierter Rangstatistiken
bei moderatem Stichprobenumfang vergleichen. In den Abb. 5.4.1-4
werden die simulierten Verteilungen der maximal selektierten Gaul3-
Statistik und der Wilcoxon-Statistik fiur das Selektionsintervall
(er,E2) = (0.25,0.75) zusammen mit drei Approximationsmoéglichkeiten
dargestellt. Die verbesserte Bonferroni-Ungleichung ist anhand einer
Reihenentwichlung nach Worsley (1983) gemal} Abschnitt 5.3 berechnet
worden. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung (fester
Prufpunkt) ist als VergleichsgroRe ebenfalls dargestellt. Die vier Ab-
bildungen beziehen sich auf die Stichprobenumfénge n = 10, 20, 30, 50.
Die verbesserte Bonferroni-Ungleichung verbessert die Approximation
gegenuber der asymptotischen Verteilung fur n - 10, 20, 30 erheblich.
Fur n =50 ist die verbesserte Bonferroni-Ungleichung noch etwas
weniger konservativ als die Approximation durch die asymptotische
Verteilung. Die aufwendigeren Berechnungen nach Hawkins (1977) bzw.
James u.a. (1987) erscheinen ab etwa n - 50 als mdgliche alternative
Approximation. Da diese Berechnungen jedoch relativ aufwendig sind
und fur die Rangstatistiken nur approximativ gelten, verzichten wir auf
eine umfassende Analyse derselben (vgl. Tabelle 5.2.1). Die beiden Mdg-
lichkeiten, approximative asymptotische Verteilung und verbesserte
Bonferroni-Ungleichung, lassen beide eine einfache Berechnung von
kritischen Werten zu und scheinen beide zu eher konservativen Tests
zu fuhren.



Quantile

Abb. 5.4.1.: Vergleich der Approximationsmdglichkeiten der exakten
Verteilung der maximal selektierten Wilcoxon-Statistik und der maxi-
mal selektierten Gaul3-Statistik fur n = 10 und (SpCg) = (0.25,0.75).

2.5 3.5
Quantile
Abb. 5.4.2.: Vergleich der Approximationsmaglichkeiten der exakten

Verteilung der maximal selektierten Wilcoxon-Statistik und der maxi-
mal selektierten Gaul3-Statistik furn = 20 und = (0.25,0.75).
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Abb. 5.4.3.: Vergleich der Approximationsmoglichkeiten der exakten
Verteilung der maximal selektierten Wilcoxon-Statistik und der maxi-
mal selektierten Gaul3-Statistik fir n - 30 und (ipEj) = (0.25,0.75).

.a vt §

2.5 3.5
Quant ile
Abb. 5.4.4.: Vergleich der Approximationsmoéglichkeiten der exakten

Verteilung der maximal selektierten Wilcoxon-Statistik und der maxi-
mal selektierten Gaul3-Statistik fur n = 50 und (Ej.Sg) — (0.25,0.75).
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6. Endliche Prufpunktselektion

Bei verschiedenen Problemstellungen erscheint es naheliegend, die
Selektion fur eine endliche Menge von mdéglichen Prifpunkten durchzu-
fuhren. Eine endliche Menge von mdglichen Priufpunkten fiuhrt zu einer
ebenfalls endlichen Folge von zu betrachtenden Teststatistiken. Diese
Folge von Teststatistiken kann beispielsweise aus mdglichen Prufpunkt-
vorschlagen aus der Literatur, aquidistant gewahlten bzw. aus interes-
sierenden Auspragungen einer diskreten bzw. diskretisierten moéglichen
EinfluRgroRe resultieren. Im Abschnitt 6.1 behandeln wir die Situation,
dal3 eine endliche Anzahl mdglicher Prufpunkte vorgegeben ist. Eine
diskrete mdgliche EinfluRgroRe mit endlichem Trager der Wahrschein-
lichkeitsmasse fuhrt zu einer endlichen Anzahl von relevanten mogli-
chen Priufpunkten (Abschnitt 6.2). Des weiteren kann man die Methode
der maximal selektierten Rangstatistiken modifizieren, indem die
Selektion endlich definiert wird; d.h. nur eine endliche Anzahl von mdg-
lichen Prufpunkten betrachtet wird (Abschnitt 6.3).

6.1. VVorgegebene mogliche Prufpunkte

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dal? beispielsweise aus
der Literatur | verschiedene mdogliche Prifpunkte yorgegeben sind. Die
Menge der verschiedenen mdoglichen Prufpunkte sei (pj, . . .  pjj, wobei
Pi<Pi+!l furi =1 ...,1 -1. Durch diese Menge werden maximal |

verschiedene Teststatistiken bestimmt, und zwar genau I, wenn gilt:

O<FnX(pl)<...<FnX(pi)<lI . (6.1.2)
Wir benennen die maximal selektierte Statistik bzgl. (pp ... .pjJ mit
~nGAnXCPi). 11 (vgu Formel 6.1.2).

.......... ~(PYI) = muz . (6.1.2)

........ pH  (Fo.r(Tn ))*

Die exakte Verteilung von (iFn%(pD, .  FnX{pL)]) unter der
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Nullhypothese ist fur die Gaul3-Statistik, falls (6.1.1) erfullt ist, durch
eine Z-variate Normalverteilung bestimmt. Das Prufpunktmodell kann
man als eine spezielle Trendalternative einer Einfachklassifikation mit
| + 1 Faktorstufen auffassen. Dementsprechend ist eine maximal
selektierte Rangstatistik MZ2F"~pJ, .. ,FnX(p1)]) ein alternatives
nichtparametrisches Vorgehen zu Rangstatistiken vom einfaktoriellen
Page-Typ (Wahrendorf, Mahon und Schumacher 1985; Cuzick 1985).
Falls 0 < Fx(Pi) <mm< FXx(pL) < 1 und die Voraussetzungen von Satz
3.2.1 erfullt sind, dann besitzt die maximal selektierte Rangstatistik
(iFny(pl).......... unter der Nullhypothese asymptotisch die
Verteilung des Maximums einer Z-variaten Normalverteilung. Damit
liefert die Arbeit von Hawkins (1977) eine numerisch aufwendige Appro-
ximationsmoglichkeit der Verteilung fur festes 1. In Abhéngigkeit der
Anzahl der vorgegebenen Prufpunkte kann man die Verteilung von
AINGFnA-(pi), 1 11 +ZnX<Pt)0 einfach durch die verbesserte Bonferroni-
Ungleichung (Abschnitt 5.3) bzw. durch die asymptotische Verteilung
(Kapitel 3) approximieren. Fur eine relativ moderate Anzahl von vorge-
gebenen Prufpunkten | sollte die verbesserte Bonferroni-Ungleichung
das adaquate Vorgehen liefern (vgl. auch Bolviken 1988), und bei rela-
tiv  groRem | ist die Approximation der Verteilung von
MN(ETIX{pi), 11+ ,FnX(pL)\) durch die asymptotische Verteilung vorzu-

ziehen (vgl. Kapitel 5).

6.2. Diskrete Einflu3grofde

Wir betrachten den Fall, dal3 die mégliche EinfluBgroRe X eine dis-
krete Verteilung mit endlichem Trager der Wahrscheinlichkeitsmasse
hat. Das heif3t, wir gehen davon aus, dal3 die Anzahl der beobachtbaren
Prufpunkte m.W.l endlich ist. Hierdurch erhalten wir mit positiver
Wahrscheinlichkeit Bindungen in der mdglichen EinfluBgrof’e X. Es er-
geben sich somit die gleichen Approximationsmoglichkeiten wie im Ab-
schnitt 6.1. Unter der Nullhypothese kann man das Problem einer
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diskreten EinfluBgréRe auf das Problem von vorgegebenen mdglichen
Prufpunkten zurtckfuhren. Die von und e2 abhangige Menge der

beobachteten méglichen Prufpunkte ist:

[Xi: £i — <ed, i=1.... nj.

6.3. Diskrete Selektion

Im Kapitel 5 beschreiben wir Approximationsmdglichkeiten der
(exakten) Verteilung maximal selektierter Statistiken unter der Nullhy-
pothese. Da die Gulte einer Approximation im Fall der endlichen Selek-
tion einfacher zu analysieren ist, erscheint es naheliegend, die Selek-
tion endlich zu definieren. Das heif3t, wir filhren die Selektion fir eine
vorgegebene Menge von Quantilen bzgl. ... ,el] durch. Die Ver-
teilung der maximal selektierten Gauf3-Statistiken ist dann beispiels-
weise bei J€Jernnn. e6j = i0.2.5, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75J far
n = 10A", K eIN identisch, und somit werden mogliche Approximati-
onen in Abb. 5.4.1 dargestellt und verglichen. Da die Gulte der Approxi-
mation einer diskret maximal selektierten Rangstatistik durch die ent-
sprechende diskret maximal selektierte Gaul3statistik mit dem Verhalt-
nis von N/l wachst, wird das Approximationsproblem durch die dis-
krete Selektion bei Rangstatistiken reduziert. Ein Nachteil dieses Vor-
gehens ist allerdings, dall der Parameterraum des Ppufpunktmodells
durch die Diskretisierung eingeschrankt wird.
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7. Asymptotische relative Effizienz

Das Konzept der asymptotisch relativen Effizienz liefert eine Ver-
gleichsmdoglichkeit fur konkurrierende Testvorschriften. Rothe (1980,
1981) zeigt auf, daE> man die verschiedenen Effizienzkonzepte als
Grenzibergdnge des Quotienten von Stichprobenumfangen auffassen
kann. Hierbei wird der Stichprobenumfang betrachtet, der erforderlich
ist, um bei vorgegebenem Niveau und fester Alternative eine bestimmte
Schérfe zu erreichen. Im Abschnitt 7.1 betrachten wir die exakte
Bahadur-Effizienz (z.B. Bahadur 1967, 1971; Rothe 1980) bzgl. maximal
selektierter Rangtests und bzgl. Rangtests vom Spearmantyp in Ana-
logie zu Praagman (1988, 1989) (vgl. auch Ledwina 1986), wobei sich
Optimalitatsaussagen im Sinne der exakten Bahadur-Effizienz lokal,
d.h. nahe der Nullhypothese, prézisieren lassen (Praagman 1988, See.
7; Ledwina 1986; Bajorski 1987). Im Abschnitt 7.2 bestimmen wir die
approximative Bahadur-Effizienz, und im Abschnitt 7.3 diskutieren wir
die Mdglichkeit, andere Optimalitatskonzepte anzuwenden.

7.1. Exakte Bahadur-Effizienz

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dal3 die Verteilungsfunktion
von (X, K) stetig ist. Praagman (1988) betrachtet die exakte Bahadur-
Effizienz unter einem abrupten Strukturbruchmodell fir maximal
selektierte Rang Statistiken mit (e”) = [0,1]- Aufgrund dieser Unter-
schiede mussen wir die Ergebnisse und Beweise von Praagman (1988)
ausfuhrlich diskutieren und teilweise modifizieren. Wir berechnen den
Bahadur-Slope anhand folgenden Satzes (vgl. Rothe 1980, Paragraph

3):

Satz 7.1.1. (Bahadur 1967):

iTI sei eine Folge von Teststatistiken bzgl. des Testproblems
Ho:-6e® vs. Ha: e ® - ® = ®1- Falls eJ? mit e ®t existiert

und eine nicht negative und fur t—=bWV stetige Funktion h(i) ex-

istiert, so daE>:
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lim n 1 Tn —b (i?) ~fs.,, eO0j, (7.1.1)
n -> 00

und

lim -n_1 log[sup[/L(7n a nty, U £ ®oj] = h(t), (7.1.2)
n

far alle t e IR, dann ist 2h. (6 (w$)) der Bahadur-Slope von [Tnj in tf.

Um den Bahadur-Slope mittels Satz 7.1.1 bestimmen zu kdnnen,
mussen wir die Konsistenzaussage (7.1.1) und die Aussage Uber die
"exponentielle Konvergenzgeschwindigkeit” (7.1.2) herleiten. Wir passen
unsere Notation und das Prufpunktmodell teilweise an die Arbeit von
Praagman (1988) an. Danach zeigen wir analog zu Praagman (1988)
(7.1.2) und (7.1.1). Diese Aussagen lassen einen speziellen Effizienz-
vergleich von maximal selektierten Rangtests und Rangtests vom
Spearman-Typ in Analogie zu dem VVorgehen von Praagman (1988) zu.
Bei dem speziellen Vergleich beweisen wir, dalR der maximal selektierte
Rangtest mindestens so gut ist im Sinne der Bahadur-Effizienz wie der
analoge Rangtest vom Spearman-Typ, falls der wahre Priufpunkt
zwischen dem et- und e2- Quantil liegt.

In diesem Abschnitt behandeln wir das in Kapitel 2 eingefuhrte
Prufpunktmodell und das durch 77a< gegebene Testproblem in folgen-

der Formulierung: bezeichnet die gemeinsame Verteilungsfunk-
tion von (Aj.Tt), und wir betrachten das Testproblem:

Ho @ H(z)y) = Fx(z2) FY(y) vs.
Ha< @ HXYy) = Fx(z) FY(y) falls z sS/z
H(x,y) = Fx(y) FY(y) + (F>(z) - F%(/z)) Gy(y) sonst,

wobei H.IR'X.IR” [0,1], und FY < GY. Fx, FY, GY und y sind unbekannt;
wobei 0 < Fx(y) < 1. Anzumerken ist, dal die Modellierung von Praag-
man (1988), Fx(x) =z fur 0<z < 1, unter Ho keine Einschrankung
obiger Modellierung bedeutet. Praagman (1988) verwendet die gleich-
verteilte Zufallsvariable X nur aus beweistechnischen Griinden.
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Als néchstes betrachten wir maximal selektierte Rangstatistiken
und Rangstatistiken vom Spearmantyp in Abhéangigkeit von empiri-
schen Verteilungsfunktionen (Praagman 1988, Sektion 2). Hierzu fuh-
ren wir folgende von den Scores an(l).......... an(n) abhangende Funk-
tion ein: gn : [0,1] » mit gn{u} = an(i) furu e ((i - 1)/n, i/Nn] und
9hi(°) = °> z = lmm. N1 Vn und yn werden analog in Abhéngigkeit von
den Konstanten dn(l)....dn(n) und cn(l).......... cn(n) definiert. In der
Regel konvergieren <n, ipn und gegen Funktionen <, iff und 7, und
man kann an. dn und cn in Abhéangigkeit von tp, ip und 7 definieren. Man
spricht dann von den Scoreerzeugenden-Punktionen tp, ip und 7.
HN(x,y) = 2 1ljAjsz Y/ yfil die empirische Verteilungsfunktion
bzgl. (AMKJ, i=l,...,n und Hn X(xX) = Hn (x,’») und Hn Y(y) = Hn (*,y)
sind die marginalen empirischen Verteilungsfunktionen. Dann gilt fur
die Statistik vom Spearmantyp m.W.I:

Sn =n FF In(u.v) dHNHNM{u"),Hnf(v)") , (7.1.3)
00

wobei

Jn(u,v) = gn(u) Vriy") , (7.1.4)

und fur die maximal selektierte Rangstatistik ~(q,”) gilt m.W.I:

JIn(E,,C2) = SUP (7.1.5)
Cisps 00

wobei

4i,p(wl’) = 7«(P) <Pn(u) ifO.p]") * (71-6)

Dagegen betrachtet Praagman (1988, Formel 2.4) als 'max-type Sta-

tistik das Supremum uUber 0 <p <!

Wahrscheinlichkeit grofer Abweichungen
Die Darstellung der Teststatistik in Abhangigkeit von empirischen
Verteilungsfunktionen ermoglicht es, die Wabhrscheinlichkeit grofl3er
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Abweichungen (7.1.2) anhand eines Ergebnisses von Groeneboom,
Oosterhoff und Ruymgaart (1979) zu bestimmen. Hierbei sei Hv die Ver-
teilungsfunktion von (JQ.Ej), i=1,2,... und D der Raum der zweidimensi-
onalen Verteilungsfunktionen H(X,y) versehen mit der Topologie t der
Konvergenz auf allen Borel-Mengen. Fur H e D bezeichnet die
Kullback-Leibler Information von H bzgl. Hv (siehe z.B. Shorack und
Wellner 1986, p.789-792).

Des weiteren sei T: D ->IR f=[HE€D|777)>1t], t elR, und
K(QTtHv) =inf[K(H,H\H

Satz 7.1.2 (Groeneboom, Oosterhoff und Ruymgaart 1979, Theorem 3.2):
T: D -»IR sei T-stetig fur jedes H mit K(H,HV) < °5 die Funktion
t t e IR, sei rechtsseitig stetig fur t = r und fur fun\nejN |

un £j?gelte: limun = 0. Dann gilt:
N -»0
nlignw —n-1 log[F(n//,,)&- +«n)l = KflITr,Hu) .

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit gro3er Abweichungen ver-
wenden wir weitere Bezeichnungen und Definitionen: H(x,y} e D, HXx(x)
und llyf.y") bezeichnen die Verteilungsfunktionen der Randverteilungen,
H(u;u") = JffHjffu’), HyIl(v)"), und fur festes m eIN , D -»IR |

= sup FFIm.(u,v)dH(u,v) . Des weiteren sei

0 = [HeD |h Lebesque—Dichte von H mit fh(u,v)dv=fh(u,v)du=I]
und fur alle J-[0,1] x [0,1] -»J?mit | FFI(u ,v)du dv | <°° sei
Q@i,J) =[He Q| FFI{u,v)dH(u ,v) > t],
/(i ,/) = inffFfh log (h}du dv |H e Q(f,/)],
t+(7) = sup\ffj(u ,v)dH(u,v)\H e ilj.
Lemma 7.1.3:
D IR ist T-stetig fur jede stetige Funktion H und
0<6! <e2<1

Beweis: Der Beweis ist analog zu Praagman (1988, Lemma 3.5), da
[el,e2] kompakt ist.
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Lemma 7.1.4:

Sei "p"O.1] x [0,1] > #, \ FFIp(u ,u)du dv | <>, far alle p e. [e”eq],

(i) Dann ist das inf nicht negativ, monoton wachsend und stetig
int fir 0 <t <sitp i+(</p).

(i) Des weiteren sei Jp: [0,1] x [0,1] -»IR, \FFjp(u,v)du dv | < « fur alle
P e Cei>eal. falls eine streng monoton wachsende, stetige Abbildung q
von [e"Eg] auf [ei'e2l existiert mit

I-S|Lép0 o Sﬁp y \FFIq(pHUV)-Ip(U-V)) h(u k) du dv| <6,

e hl.ez]
dann gilt fur alle t mit0 <t —§d <t + 6 < sup t+(Jp),

infl(f — 6.3f) £ ipf I1(f, D) <infl(t + 6,J) und
p p
sup t+(Jp) < SLF,)Ip t+(Jp) + G .

p

(iiif) Hv sei die Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat. Dann gilt fir
0 <t <sup t+(Ip), = inf I{t,Jmp).

Beweis: Fur festes p liefert Lemma 3.3 von Praagman (1988) bzw. Wood-
worth (1970) obige Aussagen. Damit ist 1(t,Jp) nicht negativ, monoton
wachsend und stetig in t fur 0 <t < t+(Jp), also gilt (i).

Des weiteren gilt /(f —06,Jp) a I{tV?(p) — f(f + 6,Jp) und
o+(/p) < 1+(Jg(p)) + 6, und somit gilt (ii).

Nach Lemma 3.3 (iii) von Praagman (1988) gilt

rrat [H D\WMImMENHNE\ = Z &D\JIm'pd HM\
p=Pi
folgt, dafl

in/[Ffh logh |He L |

und damit (iii).

Satz 7.1.5:
(A i=1...n sei wu.i.v. mit der stetigen Verteilungsfunktion
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Hv(Xx,y) = Fx(X) Fy(y); x,y eJR. Afn(Eie2) sei gemaR (7.1.5) und (7.1.6).
Fur die Funktion 951(0,1] IR gelte: f<p(u)du =0, du < “ und
J'95n(u) - M(u))2du -» 0 fur 71 -+ °0; und fur die Funktion y-IcpEg] -* IR*
gelte: yn konvergiert gegen 7 in der Skorohod-Topologie auf [s"Cg], und

7n ist beschrankt. Fur [un]n ,un e IR gelte nli_m]0 un =0, dann gilt

fur alle t mit 0 <i <sup t+(JpV.

P
\im-n-! log (P{n~IMN(£r,e2) >t + = inf _1(tJp),
L p<. £Z

wobei Jp(u,v) = p(u) 7(p) 1Op](V) .
Bemerkung: Skorohod-Topologie und Skorohod-Konvergenz werden z.B.
von Billingsley (1968, p.111-112) diskutiert.

Beweis: Da die Verteilung von Afn(el,e2) unter der Nullhypothese Ho von
FA- und FY unabhéngig ist, kbnnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal3 Hy die

Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat sei. Wéhle 5> 0, so dal
0<tf-2d<£f +2d<sup t+(J).
P

Als erstes zeigen wir, dal3 eine- streng monoton wachsende stetige Ab-
bildung 7n:[el,a2] > [ej.eg] existiert, so dal gn(p) gleichférmig in p ge-
gen p konvergiert und dal gilt:

.n(p)(u 'v)~dp(u ,v)) fi(u,v) du du| » 0. (7.1.7)

- S"PIFF(Tn(nE)i®n  )L[0,/@EN®) ~7n  (P)M™)1[0,2n(p)](V)

+7n(9n(p))0’Cu)lfo,gn(P)I(V) - y(P)tp(WI0p](vy) h du dv |

- s P/ 7nTL(e)I0i7Tn(p)](u) (pn(u) -<p(u)) h du dv

+ //(7n(9n(P)10.9,(pI(V) -7(p)I[0,p](W)) h. du dw\

sup yn(gn(p)) A<pn(u)—<p(u)\ du
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+ AP ((7n(Zn(P)I0.gn(P)](V) - 7(p) 1[0>p](v))S dv

x (F

da Adv(7,99) < (Var(7) Var(45))"; wegen /(™ (u) - <p(uyfdu -» 0, der
Skorohod-Konvergenz von ™ 7 auf [el,e2] und der Unabhangigkeit
obiger Abschatzung von H e O existiert ein m eW , so dal3 fir n am

gilt:
Jdlensp?> I/7(".9n(p)(u-v)_/p(u-v)) h(u,v) du du| <<5/2 (7.1.8)

und

ATNSpP 1//7Cmgm(p)(u'v)_/ngn(p)(““v)) A(u,v) du dv\ < <5/2 . (7.1.9)

Um diese Ungleichungen auf die maximal selektierte Rangstatistik in
Abhéangigkeit der empirischen Verteilung anwenden zu kdnnen, definie-
ren wir als empirische Lebesque-Dichte  7in(u,v)-n fur

(u,v) e (MM=21)/71,7MNu] x (Qi—-1)/n,Qi/N] wund 0 sonst, wobei
Ql, ..., On die Range von ... bezeichnen. Nun gilt fur groRles
nelN mW. L

|A/N(E1,e2) <<5. (7.1.10)

Denn

= \supffl (u,v,)d.Hn(u,v) -supffImp(u,v,)dHn(u,v)\
p p
s“Pl//(4,9..(p)(uV,) - 4lgm(p)(**'v))d//nCzV)|
p

~sup Y. \“gh(p™Mi/NnNNi/nNh - / n
P i=1

<sup//14,InW(u,v)-4,iBw(“*P)I™N(“1") du dv
p

+ max 1
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wobei das Maximum bzgl. Cfe, Lv=sm, |fe-Kk' | [I-VI|<1l ist. FUr
grofBes n elIN ist der zweite Summand kleiner <5/2, und der erste
Summand ist geman (7.1.9) kleiner <5/2, also gilt (7.1.10).

ist N-stetig (Lemma 7.1.3), d.h. um Satz 7.1.2 auf an-

wenden zu konnen, bleibt zu zeigen, daR die Abbildung
t »inf [fj"h logh |He D, e & t]j rechtsseitig stetig ist. Mit

Lemma 7.1.4 (iii) folgt die bendtigte Stetigkeit aus Lemma 7.1.4 (i).
Deshalb gilt gemal Satz 7.1.2

iFf I(t -4 /)r< Iirgn_*ioon/—n“l Zog (P(A/n(epC2) > n (Z + izn)))
< I|7r1n_>s!)gp —n_l log e2) >n (Z +un)))

<infl(t +6,J3 ).
p

Des weiteren gilt mit (7.1.8) und mit Lemma 7.1.4 (ii),

igf Z(Z - 25 ) sinfl(t -5 JnJ
p

und

infI(t +6.9m ) <inf2@ +2%./.) .
o}

und aus der Stetigkeit von inflI(t, J) (Lemma 7.1.4 (i)) folgt die Aus-
p
sage des Satzes.

Zur Vereinfachung der Aussage von Satz 7.1.5 kénnen wir folgendes
Korollar formulieren.

Korollar 7.1.6:

inf I(t, Jp) = inf\ffhiogh |H e Q*(Z,/p), p e [eb €2]j ,

wobei n (Z, <p) = JZ2Z e Q| Ti(u,k) =7/ (u) I™pjfa) + g(u) I(prl](v) ,
und Fj"Jp h du du > t] .

Beweis: Wéhle ein beliebiges H e Q mit J"J~Jp(u,v} dH(u,v) >t fur ein

P e [ep e2]. Des weiteren sei f(n) =pl Fh(u ,V)dv,
0
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OM)-U p) Ifh(u.v)dv und hp(iz,v) =/Cu) fur 0<v <p und

hP*u.d) = g(u) furp <v < 1. Nun gilt nach Praagman (1966, p.306)

F ‘u) hp(u,v) du dv =J"J~Jp(u,v) h(u,v} du dv (7.1.11)

und
FF h{u v~) log (h(u ,v)) du dv (7] 12

— FF hp(n.v) log (hp(u,v)) du dv .

Also gilt:
infl(t, 3)
p
=infinAFFhlogh | H el3, FF Jp(u,v) dH(u ,v-)=:t\
(7.1.11)
=-infinf [yyTilogA | H £ Q,ff Jp(u,v) hp(u,v) du dv > t]
(7.1.12)

= infinf T fhAogh. | H £ fi*(( Jp)]

infiFffhAogh | H e B*(i, Jp), p e [et, e2]J .

Fur die Wahrscheinlichkeit groRer Abweichungen der Statistik vom
Spearmantyp gilt:
Satz 7.1.7 (Praagman 1988, Theorem 3.4):
(ANY)), i1=1,...,n  sei wu.iv. mit der
Hv(x,y") = FxX(X) Fr{y"); x,y £R. Sn sei gemal (7.1.3) und (7.1.4), und
eine Funktion J: [0,1] x [0,1] -¢ R existiert, so dalR

stetigen Verteilungsfunktion

sup | Zy(n(7z,v) - I(u,vf) h{u,v~) du dv | 0. (7.1.13)
Pen J

Fur [link ezv 1 gelte Ii_{nOO “n =° dann giR fur alle t 11l

n

vfj(u,v) du dv <t < t+(J):

lim —n_1 log (P(n~ISn t +un)) =I(.t,J),
n-»*“
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wobei J(u,v') = 95(12) V'(u) .
Bemerkung: Eine hinreichende Bedingung fur (7.1.13) ist, dal3 tpn -» ¢

und -» V auf [0,1] im quadratischen Mittel konvergieren (Woodsworth
1970, p.257).

Als eine andere hinreichende Bedingung fuhrt Praagman (1988,
p.204) auf, dal eine der Scoreerzeugenden-Funktionen beschrénkt sei
und die andere in Lv konvergiert. % sei beschrankt und [|% - <gn| » 0
fur n -+ 00, des weiteren konvergiere illn -»ilz bzgl. LIt also
J|™NTI(v) —iptv) |dv -» 0, dann ist (7.1.13) erfullt. Denn

| FF@n (u,v) — I(u,v)) h(u,v)dudv |
- — - AU (U)) h(u,v)dudy |
[ FE@BNCU)Vn(v) -Vn(u )
+ gn(u)i//(v) — MNt2)))) h(u ,v)dudv |
* \FFVn (12) (V'n.(v) — il/(vy)h(u,v)dudv
+ FFAN (iz) — 95(12)) V'(u) h.(u,v)dudy |
- C<pf IV'NM -\V'(W)[dv + CVnn /[\V' (V)] dv
wobei Cv - supu [%n (u)| und = 9" - %I+ Da  und F|A(V)|dv

konstant sind und J\i)/n(v') —ip(v') \dv und gegen 0 konvergieren,
ist (7.1.13) erfullt.

Konsistenz

Um den Bahadur-Slope anhand Satz 7.1.1 berechnen zu kdnnen,
bendtigen wir noch die jeweiligen Konsistenzaussagen. Fur die Rangsta-
tistik vom Spearmantyp gilt fur beliebige bivariate Verteilungen:

Satz 7.1.8 (Praagman 1988, Theorem 4.1):
H sei die Verteilungsfunktion von (?Q, Fj) und Sn sei gemafR (7.1.3) und
(7.1.4). Falls Jn, J: [0,1] x [0,1] -»1R (7.1.13) erfullen, dann gilt:
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1 ~ ¥J'j(u,v") dH(u,v) PH-f.s. .

Fur das durch Ho und Ha gegebene Prifpunktmodell erhalt man
mit7rM(u) = Fy(Hy~1(uY) und Gy/i(ti) = GY(HY~\Vv.)):
Korollar 7.1.9 (Praagman 1988, Corollary 4.2):
Fur eine durch F%, FY, GY und /z gegebene stetige Verteilungsfunktion
gilt mit J(u,v) = <p(u) V'(v):
x(F) 1
lim n~ISn = F ip(y") dv F tp(u} dFY (u)
0 0

n ¥ °°

1 1
+ ¥ ~v)dv F<pu)dGr(u) PH-f.s. .
Fx(p.) 0

Fur die maximal selektierte Rangstatistik gilt entsprechend fur
beliebige bivariate Verteilungen:

Satz 7.1.10:
H sei die Verteilungsfunktion von (A[, P)) und J/N(EpE2) sei gemaR

(7.1.5) und (7.1.6). Falls Jnp, Jp: [0,1] x [0,1] -(7-1.7) erfillen, dann
gilt:

lim 7t.1 Mn(el,e2) = sup F¥J (u,v) dH(u,v') PH-Ffs. .
n - p e [e,e2]

Beweis: Da \FfFFIn"™u,\wv) dHiuv) - FFJp(u,v) d.H(u,v)\ -~0
gleichméaRig in p £ [EpEg], ansonsten analog zu Praagman (1988, Beweis

Theorem 4.3).
Unter dem Prufpunktmodell definieren wir
t>M(p) =p 'JdFy~u) fur p e [0,F\-(p.)] und
6"\(p) = fV(UDA'FYIIM + (p-Fx1i))ft(u)dGYII(u} far
P e (F>(zz),1].
Dann gilt:
AoroZiar 7.1.11:
Far eine durch Fx, FY, GY und p gegebene stetige Verteilungsfunktion

F/(iz ,v) qilt:
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li 1 MN(£l,e2) = b PH-fs. .
i, n n(,£le2) Pesféﬁem y(p) b (p) S

Exakte Bahadur-Slope

Als nachstes zeigen wir, daf3 bei einer bestimmten Wahl der Funk-
tion 7 in Abhéangigkeit der Funktion der Bahadur-Slope der maximal
selektierten Rangstatistik groRer oder gleich als derjenige der Rangsta-
tistik vom Spearmantyp ist, falls fur den Prufpunktparameter gilt
0 <f£; <FA(/z) <e2 <1- Die Abhangigkeit der Scoreerzeugenden-

Funktionen 7 und V' ist definiert durch:
p

F(p) = "M\(sjds und 7 [e], e2]» (7.1.14)
0

mit 7(p) = (F(p) -p r(D)) 7 (p(l -p)).
rn und 7n werden analog in Abhéngigkeit von Vn definiert.
Satz 7.1.12:

i=12,... sei gemaR der durch Fx, Fy, Gy und p gegebenen Ver-
teilungsfunktion H(u,v) verteilt, und es gelte Fy < Gy
0<e <Fx{p) se3 <l |SnJ] sei eine durch (7.1.3) und (7.1.4) gegebene
Folge von Teststatistiken, wobei F%n(ti)du = 0 und monoton fallend
sei. ~M(EpEgjj sei eine durch (7.1.5) und (7.1.6) definierte Folge von
Teststatistiken, wobei die Score-Funktionen pn fiir Sn und Mn identisch
seien und die Gewichtsfunktion yn gemafR (7.1.14) definiert sei. Des
weiteren sei ¢ : (0,1) -> IR monoton fallend und nicht konstant. Es gelte:
F(<Pn(u) ~ i’(u))3du * 0 und Nipn(v) — ip{v))zdv -» 0, wobei
V'1 [0.1] =i?1 Dann ist der exakte Bahadur-Slope von kleiner oder
gleich als der exakte Bahadur-Slope von [//,,(epEg)!-

Zur Vereinfachung des Beweises von Satz 7.1.12 formulieren wir:
Lemma 7.1.13:

Die Voraussetzungen von Satz 7.1.12 seien erfillt, dann gilt:

Hmn-15Nn=nlmn-2%6(ELE2)=7(Fi(g))6;1(FJf(g)) PH-fs..
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Beweis: Praagman (1988, Lemma 5.2).

Beweis Satz 7.1.12: Nach Lemma 7.1.13 sind die f.s. Grenzwerte iden-
tisch, folglich unterscheiden sich die Bahadur-Slopes von

und nur, wenn sich die Wahrscheinlichkeiten grofRer Abweichungen
unterscheiden. Fur M) =/ (u) I[Op] + p(u) I(pt] gemal Korollar
7.1.6 gilt (Praagman 1988, Beweis von Theorem 5.1)

FFIp(u.v) h.(u,v) du du = ffip(u) ip(u) h(u,v) du du
= FfJI\u v~) h{u,v) du du .

Also gilt Q (i,/p),pe cfi(i,/), und damit ist die Wahrschein-

lichkeit groBer Abweichungen von Sn kleiner oder gleich als die von

Lemma 7.1.14:

tp sei beschrankt, |ipn —
Konvergenz bzgl. '¢j, ansonsten gelten die VVoraussetzungen von Satz
7.1.12. Dann ist der exakte Bahadur-Slope von [Snj kleiner oder gleich

| »0 und fuar Tpn, ip fordern wir nur die

als der exakte Bahadur-Slope von

Beweis: Die VVoraussetzungen von Satz 7.1.7 sind erfullt (siehe Bemer-
kung zu Satz 7.1.7). y(p) ist nach (7.1.14) gleichmaRig stetig, und V'n
konvergiert in Lr gegen V- Damit konvergiert yn gegen y in der
Skorohod-Topologie auf [epEg] (z.B. Billingsley 1968, p.112), und yn ist
beschrankt. Also sind auch die VVoraussetzungen von Satz 7.1.5 erfullt,
und ansonsten ist der Bew'eis analog zu Satz 7.1.12 bzw. Praagman
(1988).

Korollar 7.1.15:

Falls gilt 0 <ej < e'j <
Satz 7.1.12 bzw. Lemma 7.1.14 erfullt sind, dann ist der exakte

e'2 < e2 <1 und die Voraussetzungen von

Bahadur-Slope von (e'pf's) groRer oder gleich als derjenige von
e2)-

Beweis: inf _ f(t,Jf) inf li.t.Jp")-
petei.cs) p P e [e'lre2]
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Falls ~,,(ej.ea) der standardisierte einseitige Zweistichproben-
Wilcoxontest ist, dann ergeben sich folgende Scoreerzeugende-
Funktionen:
~(eu) = V12(0.5 —ti), y(®) = (p(I —p))-" und
V'(v) =05 (1 —2u) (i/(1 —v))-~. p und ip erfullen die Voraussetzungen
von Lemma 7.1.14.

Damit konnten wir zeigen, dall maximal selektierte Rangstatistiken
unter schwachen Regularitatsbedingungen zu konsistenten Tests fuh-
ren (Korollar 7.1.11). Des weiteren kann man die jeweiligen Scorefunk-
tionen so wahlen, dalR die exakte Bahadur-Effizienz der maximal selek-
tierten Rangstatistik gegeniber der entsprechend gewéhlten Statistik
vom Spearman-Typ groRRer oder gleich eins ist (Satz 7.1.12, Lemma
7.1.14).
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7.2. Approximative Bahadur-Effizienz

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit gro3er Abweichungen der
exakten Verteilung ist oft aufwendig; deshalb ist es naheliegend, die
approximative Bahadur-Effizienz zu betrachten, da hierbei nur eine
Aussage Uber die Wahrscheinlichkeit gro3er Abweichungen der asymp-
totischen Verteilung bendtigt wird. Des weiteren spricht fur die appro-
Ximative Bahadur-Effizienz, dal man oft eine Testvorschrift bzgl. der
asymptotischen Verteilung verwendet (vgl. Rothe 1980, Paragraph 4).
Wir berechnen den approximativen Bahadur-Slope anhand folgenden
Satzes:

Satz 7.2.1. (Bahadur 1960):
iTNjn ein sei eine Folge von Teststatistiken bzgl. des Testproblems
Ho: U0 e ®0 = vs. Ha :i? e 0 — 00 = Ot Des weiteren gelte:

Es existiert eine Zufallsvariable Z mit stetiger Verteilungsfunktion Fz

derart, dal3

Tn>Z farn -» o0 undi? =i?20 , (7.2.2)
nIi;n00 n~% Tn = b (iS) ~—fs., iSe Ot (7.2.2)
—log(l - Fz(i)) =a t2(1 +0(1)) furt 1 (7.2.3)

Dann ist a (b (iS))2 der approximative Bahadur-Slope von (Tnj in iS.

Man kann zeigen, dall der Quotient der approximativen Bahadur-
Slopes zweier Folgen von Teststatistiken gemafl Satz 7.2.1 die approxi
mative Bahadur-Effzienz ist (z.B. Bahadur 1960; Rothe 1980). Somit
bendtigen wir zur Berechnung die asymptotische Verteilung (7.2.1), die
Konstante a aus der Aussage Uber die Wahrscheinlichkeit grof3er Ab-
weichungen der asymptotischen Verteilung (7.2.3) und die Konsistenz-
aussage (7.2.2). Falls Z standardnormal verteilt oder zentralchiqua-
drat verteilt ist, ist (7.2.3) fur a =% erfullt (Bahadur 1960). Fur die
asymptotische Verteilung der maximal selektierten Rangstatistik
wenden wir ein allgemeines Resultat von Marcus und Shepp (1972).
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Lemma 7.3.2. (Marcus und Shepp 1972):
JjZ(s), 0 £s < 1j sei ein GauBprozel3 mit stetigen Pfaden, dann gilt:

tlim_ 1/i2 log (P(Osur/a\I |Z(s)| > 1)) =-(2 a2)-1, (7.2.4)

wobei er2 = sup Far(Z(s)).
onsn

Folglich gilt fur das Supremum des Absolutbetrages der standardi-
sierten Brownschen Bricke aus Satz 3.2.1 ebenfalls a = & Die approxi-
mative Bahadur-Effizienz ist damit unter den VVoraussetzungen von Satz
7.1.12 fur J}Shi und TEM(Eie2)i gleich eins. Des weiteren gilt fir
i (ej,e2)! und (Af.CfipE'g)! analog zu Korollar 7.1.14, daR die approxi-
mative Bahadur-Effizienz eins ist; d.h. die GroRRe des Selektionsinter-
valls hat keinen EinfluR auf die approximativen Bahadur-Slopes, sofern
der Prufpunkt p im Intervall liegt. Die maximal selektierte Rangstati-
stik [Mn (EpEg)j hat damit auch die approximative Bahadur-Effizienz
eins zu der Zweistichproben-Rangstatistik bei bekanntem Prufpunkt p,

falls Et < ~(¢a) <e2 gilt. Um den EinfluR der
Grolle des Selektionsintervalls aufzuzeigen, ist das Konzept der appro-
Ximativen Bahadur-Effizienz somit nicht geeignet.

Glerchverte-ilung

Im folgenden berechnen wir die approximativen Bahadur-Slopes fur

0<E< sg<lI, Fx(X) - x 1[0 ~(2), FY{y} =y I[0,i](V) und
£y (Vv)-(v —tf) +i3](I)- Als erstes betrachten wir den maximal
selektierten Wilcoxon-Test, also ?(u) =V12 (0.5 —u) und

?2(p) - (p 1 ~p))~"- Nach Lemma 7.1.13 ist yCp) b~(p) der Pp-f.s. Grenz-
wert (7.2.2). Wobei

b/p) = P F C=(u) dPyM(u)
=p ¥ p(u) dFyCHy-"u))
=p F p(HY (W) dFy(u) |

mit My(y) = py 1[01](y) + (1-M) >~ 1[U+J](V)
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+

Somit erhalten wir als approximativen Bahadur-Slope:

6m2 (0.5 - 0.5/z - (1 —/z) (0.5 - + 0.5tf3))2 (y(/2))3
=6/z (1 -/z) tf3 (1 - 0.5t?)3 ,

fur 0 Cils L

Die Scoreerzeugende-Funktion der maximal selektierten Median-
Statistik ist: cp(u) = I(u<05j — lju >0.sj- Wir erhalten als approximati-

ven Bahadur-Slope:
(?(m))2 0.5%z22 (Mini0.5//z,'tfj

+ li/zlj<0.5 ] (min]|l, O.5+tf-/ztfj-tf)

~ No.5 <xi - (W — 0.5//2)

~ ifmaxiT?, 0.5 +1) <Uil ~maxint 05 +
fir 0 <ib<1;0</z<1. Der approximative Bahadur-Slope der maxi-
mal selektierten t-Statistik ist unter Verwendung einer zu Lemma
7.1.13 analogen Argumentation bzw. Praagman (1989b; Theorem 10.18):
6il2/iz(1 -/z) , furi> >0 .

Die Scoreerzeugenden Funktionen des standardisierten Spearman-
Rangtests sind ™>(tz) — V12 (0.5 —iz) und V'(tz) — >/12 (0.5 —iz). Nach

Korollar 7.1.9 gilt PH-F .s. .

M 1
Um n 1Sn =y Y'(™) dv F tp{u~) dF
n-" 0 0

1 1 _
+ vy V'(t) du vy ¢s(iz) dGy~™u)
n 0
=60 (1l -/2) (1L-T22),

also erhalten wir als approximativen Bahadur-Slope.
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18 /22 (1 -/Z)2 fl2 (1 —i?/2)2 .

Die approximativen Bahadur-Effizienzen werden in den Abb.7.2.1-2 dar-
gestellt. Die Abb.7.2.1 zeigt die Abhangigkeit von U und die Abb.7.2.2
von Ai- Die Knickpunkte der Bahadur-Effizienz bzgl. des maximal selek-
tierten Median-Tests resultieren aus dem nicht stetigen Charakter der
Mischung der beiden Gleichverteilungen und der nicht streng monoto-
nen Scoreerzeugenden-Funktion des Median-Tests. Denn beispielsweise
fur p 0.5 und i? = 1.0 werden die beiden f.s. getrennten Gleichver-
teilungen durch die Scoreerzeugende-Funktion des Median-Tests nicht
vollstdndig getrennt, da die Scoreerzeugende-Funktion nur zwei Werte
annimmt. Die approximative Bahadur-Effizienz vom maximal selektier-
ten Wilcoxon-Test zum maximal selektierten ¢-Test ist unabhangig von
p, und sie ist fur U -» 0 gleich eins. Dieses Resultat entspricht der
Pitman-Effizienz der jeweiligen Zweistichproben-Tests (Randies und
Wolfe 1979, pp. 163-171). Der maximal selektierte Wilcoxon-Test ist
dem Spearman-Test im Sinne der approximativen Bahadur-Effizienz in
dem betrachteten Modell Uberlegen, und die approximative Bahadur-
Effizienz ist unabhéngig von 1?. Fur kleine U ist der maximal selektierte
Wilcoxon-Test dem maximal selektierten Median-Test im Sinne der
approximativen Bahadur-Effizienz ebenfalls Uberlegen.

Doppelexponentialverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsdichten der standardisierten Doppelexpo-
nentialverteilung sind:

L exp (-2% |/ [) bzw. py(?) = 2™ exp (-2* |y - ),
wobei > 0. Des weiteren gilt fur die Verteilungsfunktion der Randver-
teilung von Y:

~ M (I(-~,0](y) %exp(2%y) + 1(>,)(v) (1 ~%exp (-2™Y)))
+ (1 —m) (I¢.«>bI(y) &ezp(2™ (y - )

+ 1u,«>)(1) (1 -~exp (-2 (v -17?))) .



1.5

.75
1
Abb. 7.2.1.: Die approximative Bahadur-Effizienz bei der Gleichver-
teilung in Abhangigkeit des Lokationsunterschiedes U: maximal selek-
tierter Median-Test zum maximal selektierten Wilcoxon-Test bei ver-

schiedenen Prifpunkten fi. und maximal selektierter Wilcoxon-Test zum
maximal selektierten ¢-Test (W/t).

Abb. 7.2.2.: Die approximative Bahadur-Effizienz bei der Gleichver-
teilung in Abhéngigkeit des Prufpunkts /z: maximal selektierter
Median-Test zum maximal selektierten Wilcoxon-Test bei verschie enen
Lokationsunterschieden U und Spearman-Test zum maximal se e 1ler
ten Wilcoxon-Test (S/W).
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Fur die standardisierte Wilcoxon-Statistik erhalten wir als approximati-
ven Bahadur-Slope:

3/2/z(1 —m) (1 - ezp(- @ +2>M)2, >0
Fir die standardisierte Median-Statistik erhalten wir:
Ai (1 - exP (~2% / (1 -A).

wobei der Median von HY, von p und V abhéngt.

Da die Varianz der betrachteten Doppelexponentialverteilung iden-
tisch eins ist, erhalten wir als approximativen Bahadur-Slope der maxi-
mal selektierten ¢-Statistik:

Al (1 -¢i) . fartf >0,
Fur den standardisierten Spearman-Rangtest erhalt man:
9/2 A2 (1 ~A2 (1 —exp(-27i?) (1 + 2~%tF))2, >0.

In Analogie zu den Abb. 7.2.1-2 bei einer gleichverteilten ZielgroRe wird
die approximative Bahadur-Effizienz bei der standardisierten Doppelex-
ponentialverteilung in den Abb.7.2.3-4 dargestellt. Fur kleine U ist der
maximal selektierte Median-Test dem maximal selektierten Wilcoxon-
Test Uberlegen. Die approximative Bahadur-Effizienz vom Spearman-
Test zum maximal selektierten Wilcoxon-Test ist fur die beiden
betrachteten Verteilungen 3p (1 — p).

7.3. Diskussion anderer Optimalitatskonzepte

Ein offensichtlicher Nachteil der in den vorangegangenen Abschnit-
ten diskutierten Bahadur-Effizienz ist, dal3 die Grofle des Selektionsin-
tervalls auf die approximative Bahadur-Effizienz keinen EinfluR hat,
bzw. bei der exakten Bahadur-Effizienz kein EinfluR nachgewiesen
wurde (vgl. Korollar 7.1.15). Es ist zu vermuten, dall die Betrachtung
der asymptotisch relativen Pitman-Effizienz diesen Nachteil beseitigt.
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Abb. 7.2.3.: Die approximative Bahadur-Efflzienz bei der Doppelexpo-
nentialverteilung in Abhangigkeit des Lokationsunterschiedes tJ: maxi-
mal selektierter Median-Test zum maximal selektierten Wilcoxon-Test
bei verschiedenen Prifpunkten p. und maximal selektierter Wilcoxon-
Test zum maximal selektierten f-Test (W/t).

Abb. 7.2.4.: Die approximative Bahadur-Effizienz bei der Doppelexpo-
nentialverteilung in Abhangigkeit des Prufpunkts maximal selektier-
ter Median-Test zum maximal selektierten Wilcoxon-Test bei verschie-
denen Lokationsunterschieden i3 und Spearman-Test zum maximal

selektierten Wilcoxon-Test (S/W).
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In der vorliegenden Arbeit verzichten wir auf die Herleitung, da hierzu
normalerweise ein Invarianzprinzip fur benachbarte Alternativen ben6-
tigt wird (vgl. Rothe 1980, Bedingung 6.1 oder Rothe 1981, Bedingung
A).

Eine weitere Mdglichkeit liefert das VVorgehen von Wieand (1976),
der eine Bedingung fiur die Vertauschbarkeit der Grenzibergange der
approximativen Bahadur-Efflzienz fur V > 0 und der Pitman-Effizienz
fur a » 0 gibt (vgl. auch Rothe 1980, Kapitel 7); hierbei bezeichnet a
das Niveau der Testvorschrift. Hierzu braucht man allerdings eine Aus-
sage Uber die Konvergenzgeschwindigkeit (Rothe 1980, Bedingung 7.2
bzw. Wieand 1976, Bedingung IlI*). Der Vergleich der Abb.7.2.1-4 fur
U -> 0 mit den Werten der Pitman-Effizienz aus Randles und Wolfe (1979,
Tabellen 5.4.7,11) ergibt keine Unterschiede. Fur eine nichtstandardi-
sierte maximal selektierte Rangstatistik bzgl. (£1,62) = (0,1) bei positi-
ver quadratischer Abhangigkeit Uberpruft Ledwina (1986b) Wieands
Bedingung.

Optimalitatskonzepte, die bei sequentiellen Problemstellungen
sinnvoll sind, wie die Minimierung der erwarteten Stoppzeit unter der
Alternative bei grofl3er erwarteter Stoppzeit unter der Hypothese (vgl.
beispielsweise Pollak und Siegmund 1985), sind bei der nicht sequen-
tiellen Situation der vorliegenden Arbeit kiinstlich.
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8. Monte-Carlo Ergebnisse bei verschiedenen Alternativen

Nachdem wir im Kapitel 7 die asymptotische relative Effizienz maxi-
mal selektierter Rangstatistiken betrachtet haben, vergleichen wir nun
die Power maximal selektierter Rangstatistiken und der Spearman-
Rangstatistik anhand von Monte-Carlo Ergebnissen bei moderatem
Stichprobenumfang. Im Abschnitt 8.1 verwenden wird das Prifpunkt-
modell. Oft erscheint aber die Annahme eines monotonen Zusammen-
hangs zwischen der EinfluRBgréfRe und der Zielgréf3e sinnvoller zu sein;
deshalb analysieren wir das VVerhalten der verschiedenen Testvorschrif-
ten bei linearer Abhéngigkeit (Abschnitt 8.2). Des weiteren diskutieren
wir ein toxikologisches Schwellenwertmodell (Abschnitt 8.3). Hierbei
schlagen wir insbesondere eine nichtparametrische Analyse des no
observed ejfect level (NOEL) vor.

Unter der Alternative ist die Verteilung der maximal selektierten
Rangstatistik in der Regel nicht invariant unter den bzgl. der Ein-
fluRgroRe bedingten stetigen Verteilungen der ZielgréBe. Im folgenden
bezeichnen wir diese bedingte Verteilung der ZielgroRRe als Verteilung
des Fehlers. Wir betrachten auch in diesem Kapitel verschiedene Ver-
teilungen des Fehlers: Die bei der Berechnung der approximativen
Bahadur-Effizienz verwendeten Verteilungen und die Normalverteilung.
Die Varianz der Verteilungen des Fehlers setzen wir identisch eins, an-
sonsten werden die Pseudozufallszahlen analog zu Abschnitt 5.2 er-
zeugt. Um den Umfang der Ergebnisse und Darstellungen zu beschran-
ken, diskutieren wir in der vorliegenden Arbeit nur den Stichprobenum-
fang n =50 und Tests zum Niveau 95%. Eine vorab durchgefiuhrte
Monte-Carlo Studie bei normalverteiltem Fehler fur die Stichproben
umfange n = 10, 20, 30, 50 und 100 lieR vermuten, dal} die Power bei
den Parameterkombinationen (ilpTh) und approximativ Uber
einstimmt, falls gilt: 'dl/ v/n7 =~2/"\/n2- Die Abhéangigkeit der Ver
teilung unter der Nullhypothese vom Stichprobenumfang wird im Kapi
tel 5 diskutiert. Die Hypothese wird verworfen, wenn die betrachtete
Statistik gréRer als die Monte-Carlo Approximation des exakten 95%-
Quantils ist. Wir verzichten auf die Konstruktion eines randomisie
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Tests zum exakten Niveau 5%. Unter der simulierten Power verstehen
wir die relative Haufigkeit von verworfenen Hypothesen. Wie im Ab-
schnitt 5.2 wurden 10 000 Wiederholungen fiir die Monte-Carlo Berech-
nungen  verwendet. Als  Selektionsintervall analysierten  wir
(ei,E2) = (0.1,0.9), (0.2,0.8), (0.3,0.7), (0.4,0.6). Im Zusammenhang mit
einer Betrachtung von Strukturbruchstatistiken haben beispielsweise
Hackl und Katzenbeisser (1989) fiur verschiedene parametrische und
nichtparametrische Statistiken eine Monte-Carlo Studie durchgefuhrt.
Hackl und Katzenbeisser (1989) betrachten allerdings nicht standardi-
sierte Statistiken, und insofern sind ihre Ergebnisse nur teilweise mit
den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit vergleichbar (vgl. auch
Lombard 1989; p.13).

8.1. Prufpunktalternative

In diesem Abschnitt betrachten wir die durch das Priufpunktmodell
(Abschnitt 2.2) gegebene Alternative:

K = u+2z, (8.1.1)

wobei Z einen von X stochastisch unabhéngigen Fehler bzw. eine
StorgroRe bezeichnet. Analog zu den Monte-Carlo Berechnungen der
Verteilung unter der Nullhypothese im Abschnitt” 5.2 simulierten wir die
Power, fur die vier verschiedenen maximal selektierten Tests und den
Spearman-Rangtest. Wir betrachten 10 Werte fur den Lageparameter,
0 = [87~i1]/ 10, i=1....10, und 5 Werte fur den Prifpunkt,
M - 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9.

Gleichverteilung

In den Abb.8.1.1-4 werden die funf Tests verglichen bei einem
gleichverteilten Fehler. Der maximal selektierte Median-Test ist fur alle
betrachteten Parameterkombinationen schlechter als die anderen
Tests. Der maximal selektierte Wilcoxon-Test und der ¢(-Test sind besser
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als der Spearman-Test; allerdings ist der Unterschied flr
(El'e2) = (0.2,0.8) und /z = 0.5 sehr gering.

Die Abb. 8.1.5-6 lassen den Einflug, der GroRe des Selektionsinter-
valls auf die Power der maximal selektierten Wilcoxon- bzw. Median-
Statistik als relativ gering erscheinen. Dagegen ist der EinfluR des Pruf-
punktparameters /z vergleichsweise grof3 (Abb.8.1.7-8). Hierbei muf
man allerdings berucksichtigen, dal3 die EinfluRgroRe gleichverteilt ist
und die Selektion bzgl. der empirischen Quantile definiert ist. Denn
dadurch hangt die Wahrscheinlichkeit, daR der Prufpunkt aufl3erhalb
der Realisation des Selektionsintervalls liegt, von der Wahl der Parame-
ter /z, und e2 ab.

DoppelexponentialveTtezluTig

Die Abb.8.1.9-10 ermdglichen einen Vergleich der simulierten Power
der funf Tests bei einem doppelexponentialverteilten Fehler (analog zu
Abb.8.1.1,4). Der maximal selektierte Z-Test und der maximal selek-
tierte Log-Rank-Test sind fur die betrachteten Parameterkombinati-
onen vergleichsweise schlecht; dies gilt auch fur die nicht dargestellten
Parameterkombinationen aus Abb.8.1.2-3. Allerdings verbessert sich die
Situation fur den maximal selektierten i-Test fur grofRere Werte des
Lokationsunterschiedes U und fur Werte des Prifpunkts /z, die in grof3e-
rer Entfernung zum Median der EinfluRgroRRe liegen. Fur den maximal
selektierten Median-Test erhalt man unter der Doppelexponentialver-
teilung ein besseres Resultat, was aufgrund der Optimalitatseigenschaf-
ten der Median-Scores im Zweistichprobenfall (z.B. Hajek und Sidak
1967) zu erwarten ist. Fur kleine Werte von V, p.=0.5 und
(ei'e2) = (0.4,0.6) ist die simulierte Power des maximal selektierten
Median-Tests deutlich grof3er als die der anderen Tests.

Analoge Abbildungen zu Abb.8.1.5-8 lassen ebenfalls nur einen sehr
geringen EinfluR der GroRe des Selektionsintervalls erkennen, und
dagegen ist der EinfluR des wahren Prufpunkts /z in Abhéngigkeit des

verwendeten Selektionsintervalls relativ grof3.
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Abb. 8.1.1.: Die simulierte Power bei gleichverteiltem Fehler,
(EpEg) = (0.2,0.8) und /z = 0.5 in Abh&ngigkeit des Lokationsunterschie-
des tJ.

Abb. 8.1.2.: Die simulierte Power bei gleichverteiltem Fehler,
(ei’E2) = (0.4,0.6) und ij. = 0.5 in Abhéngigkeit des Lokationsunterschie-
des tJ.



Abb. 8.1.3.: Die simulierte Power bei gleichverteiltemm Fehler,
(Ei'e2) = (0.2,0.8) und /i = 0.7 in Abhéngigkeit des Lokationsunterschie-
des tJ.

Power bei gleichverteiltemm Fehler,

Abb. 8.1.4. Die simulierte aphangigkeit des Lokationsunterschie-

(£i'£2) = (0.2,0.8) und Jj. = 0.8 in
des 12.
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Ahb. 8 15: Die simulierte Power bei gleichverteiltem Fehler des maxi-
mal selektierten Wilcoxon-Tests fur verschiedene Selektionsintervalle
oei p - 0.5 in Abhéngigkeit des Lokationsunterschiedes

mal seiektiert Power bei gleichverteiltem Fehler des maxi-
n-o05 Abhén M®@dlan Tests fur verschiedene Selektionsintervalle bei
M 0.5 m Abhangigkeit des Lokationsunterschiedes 1?.



Abb. 8.1.8.: Die simulierte Power bei gleichverteiltem Fehler des maxi-
mal selektierten Median-Tests flr verschiedene Priufpunkte bei
(el.«2) = (0.2,0.8) in Abhangigkeit des Lokationsunterschiedes s
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Normalverteilung

Die simulierte Power der funf Tests bei einem normalverteilten
Fehler wvergleichen wir anhand der Abb.8.1.11-12 (analog zu
Abb.8.1.1,4,9-10). Die simulierte Power des maximal selektierten ¢-Tests
und des maximal selektierten Wilcoxon-Tests ist fur die Parameterkom-
binationen der Abb.8.1.1-4 besser als die der drei anderen Tests, wobei
die des parametrischen ¢-Tests etwas groRer ist als die des nichtpara-
metrischen Wilcoxon-Tests. Der EinfluR der GréRe des Selektionsinter-
valls ist relativ gering, und der des wahren Prufpunkts ist vergleichs-
weise grof3 in Abhéangigkeit des verwendeten Selektionsintervalls.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, daR die betrachteten
Verteilungen bei den analysierten Parameterkombinationen das Ver-
héltnis der simulierten Power der Tests untereinander verandern. Aller-
dings unterscheidet sich der EinfluR des Selektionsintervalls bzw. der
des wahren Prifpunkts bei einem fest gewéhlten maximal selektierten
Test fur die betrachteten Verteilungen und Parameterkombinationen
kaum.

8.2. Lineare Abhéangigkeit

Die Dichotomisierung der EinfluRgrofRe anhand des Prufpunktmo-
dells liefert eine erste naheliegende Approximation eines unbekannten
monotonen Zusammenhangs zwischen der EinfluRgrofRe und der
ZielgroRe. Eine andere Modellierung ist die Annahme eines linearen
bzw. streng monotonen Zusammenhangs. Hierbei wird allerdings auf die
explizite Modellierung einer Klassifikationslinie, dem Priufpunkt, ver-
zichtet. In diesem Abschnitt betrachten wir als lineare Abhangigkeit
zwischen der ZielgréRe Y und der EinfluRgrofle X:

Y=wiX+2Z, (0.2.1)

wobei Z einen von X stochastisch unabhédngigen Fehler bzw.! eine
StorgroRe und U den Steigungsparameter bezeichnet. Unter diesem



Abb. 8.1.9.: Die simulierte Power bei doppelexponentialverteiltem
Fehler, (etE2) = (0.2,0.8) und /z = 0.5 in Abhéangigkeit des Lokations-
unterschiedes 1§,

Abb. 8.1.10.: Die simulierte Power bei doppelexponentialverteiltem
Fehler, (e"Eg) = (0.2,0.8) und /z = 0.8 in Abhéngigkeit des Lokations-

unterschiedes +$.



Abb. 8.1.11.: Die simulierte Power bei normalverteiltem Fehler,
(E7£2) = (0.2,0.8) und /z = 0.5 in Abhéangigkeit des Lokationsunterschie-
des s

Abb. 8.1.12.: Die simulierte Power bei normalverteiltem Fehler,

(\jEl,E_SZ‘ — (0.2,0.8) und /z = 0.8 in Abh&ngigkeit des Lokationsunterschie-
es iS.
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Modell fuhrten wir fur 10 Werte des Steigungsparameters,
= [87i]/10, i =1,...,10, die Monte-Carlo Studie fur die vier maximal

selektierten Tests und den Spearman-Test durch.

Normalverteilung

Anhand der Abb.0.8.1 kdnnen wir die simulierte Power der funf
betrachteten Tests bei einem normalverteilten Fehler vergleichen. Wir
erhalten das zuerwartende Ergebnis, da? der Spearman-Test besser ist
als die maximal selektierten Tests. Der parametrische maximal selek-
tierte ¢-Test ist etwas besser als der nichtparametrische Wilcoxon-Test
(vol. Abb.8.1.11-12). Der EinfluR der GrofRe des Selektionsintervalls ist
relativ gering, allerdings ist der Zusammenhang beim maximal selek-
tierten Wilcoxon-Test nicht monoton (Abb. 8.2.1). Die simulierte Power
ist fur (fipEa) = (0.3,0.7) am groRten. Dagegen entspricht das nicht dar-
gestellte Verhalten des maximal selektierten Median-Tests in etwa
Abb.8.1.6, wobei der EinfluR noch geringer ist.

Doppelexponentialverteilung

Die Abb.8.2.3 ermdglicht den Vergleich der funf Tests bei einem
doppelexponentialverteilten Fehler. Der Spearman-Test schneidet am
besten ab. Der maximal selektierte Wilcoxon-Test und Median-Test
haben eine grofRRere simulierte Power als der maximal selektierte ¢-Test
und der Log-Rank-Test. Fur relativ kleine Steigungsparameter und das
relativ kleine nicht dargestellte Selektionsintervall (0.4,0.6) hat der
Median-Test sogar eine grofRere Power als der Spearman-Test (vgl. Ab-
schnitt 8.1 bzw. Abb.7.2.3-4). Der EinflulR der GroRRe des Selektionsin-
tervalls ist relativ gering, wobei beim Wilcoxon-Test die simulierte
Power fur das Selektionsintervall (0.3,0.7) wieder groRer ist als bei den

drei anderen betrachteten IntervallgrofRen.

Gleichverteilung

In der Abb.8.2.4 werden die funf betrachteten Tests anhand der

simulierten Power bei gleichverteiltem Fehler verglichen. Der



Abb. 82 1.: Die simulierte Power bei normalverteiltem fehler und
- (0.2,0.8) in Abhangigkeit des Steigungsparameters tf.

maV >%ekiiert'en “WoO ™PTT«r Trrreenerteiltem Fehler des maxl-
Ih Abhéngigkeiindes”stelgungspatanieteTs3 161116 Selekllonsinlervalle
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Abb. 8.2.3.: Die simulierte Power bei doppelexponentialverteiltem
Fehler und (44,e2) = (0.2,0.8) in Abhangigkeit des Steigungsparameters

$

Abb. 8.2.4.: Die simulierte Power bei gleichverteiltem Fehler und
(ei,e2) = (0.2,0.8) in Abhangigkeit des Steigungsparameters il
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Unterschied zwischen dem Spearman-Test, dem maximal selektierten
Log-Rank-Test und dem maximal selektierten i-Test ist gering. Der
maximal selektierte Wilcoxon-Test hat eine etwas kleinere simulierte
Power. Deutlich schlechter ist dagegen der maximal selektierte
Median-Test. Der EinfluR der GrolRe des Selektionsintervalls entspricht
in etwa demjenigen bei normalverteiltem bzw. doppelexponentialver-
teiltem Fehler.

8.3. Toxikologisches Schwellenwertmodell

in der Toxikologie betrachtet man oft eine sogenannte Dosis-
Wirkungs-Beziehung. Hierbei wird in der Regel die EinflulRgroRe - Dosis
eines Medikamentes, Belastung durch einen Schadstoff, u.s.w. - experi-
mentell variiert. Die Wirkung wird mittels einer binaren ZielgréRe - Tod
des Versuchstiers, Auftreten eines Karzinoms, u.s.w. - analysiert. Hier-
bei kann man normalerweise anstatt der bindren Zielgrofle auch quan-
titative ZielgroRen - Uberlebenszeit, quantitativ meRbarer Marker eines
bestimmten Karzinoms, u.s.w. - betrachten. Bei einem toxikologischen
Schwellenwertmodell nimmt man an, dal die Wirkung erst ab einer
bestimmten Dosis, dem Schwellenwert, eintritt bzw. meRbar ist. Dieses
Modell ist naturlich fur die Modellierung von bivariaten Zusammenhéan-
gen in verschiedensten Anwendungsgebieten oft naheliegend. Beispiels-
weise kbnnte man bei der Analyse der klinischen Studie von Hohnloser
u.a. (1987) (Abschnitt 1.1) auch annehmen, dal3 das Risiko der Patien-
ten erst unter einem bestimmten Wert der EE mit dem Abnehmen der
EF waéchst.

Toxikologische Schwellenwertmodelle sind insbesondere zur An-
alyse von binéren ZielgroBen gebréuchlich. Beispielsweise diskutiert
Cox (1987) hierzu verschiedene Modellierungen. In der vorliegenden
Arbeit betrachten wir eine beliebig verteilte ZielgréRe und als toxikolo-
gisches Schwellenwertmodell folgenden Zusammenhang:

T-1 W -12)+2Z, (8.3.1)
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wobei Z einen von X stochastisch unabhdngigen Fehler bzw. eine
StorgrofRe bezeichnet. Der Schwellenwert jji kann hierbei beispielsweise
den NOEL modellieren. Bei vorgegebenem hypothetischem Schwellen-
wert p ergibt eine Kombination eines nichtparametrischen
Zweistichproben-Tests und eines nichtparametrischen Tests auf Trend
bzw. monotone Abhangigkeit folgende naheliegende spezielle lineare
Rangstatistik:
rmp= S  Cnp(9i) , (8.3.2)
ii: X™pj
wobei R den Rangvektor von Y, Q den Rangvektor von X und cnp , an
von n und p abhéngige Scorevektoren bezeichnen. Hierbei werden die
Beobachtungen mit Werten der EinfluRgroRe kleiner als p mit dem
Regressor identisch Null gewichtet, und die Beobachtungen mit Werten
der EinfluRgroRe grofRer oder gleich p werden mit monotonen und
niehtnegativen Regressoren gewichtet; d.h. 0 <cTip(i — 1) cnp(i) fur
i =2,..,,n. Lombard (1987, Formel 2.4 und 5.1) erwdhnt eine entspre-
chend gewdhlte Statistik als Madoglichkeit in einem analog definierten
Strukturbruchproblem.

Im folgenden werden wir die durch (8.3.2) gegebenen Statistiken als
Statistiken vom NOEL-Typ bezeichnen. Die maximal selektierte NOEL-
Statistik und der Schwellenwertschétzer werden analog zu Kapitel 2
definiert. In der Monte-Carlo Studie betrachten wir den maximal selek-
tierten NOEL-Test (8.3.2) mit Wilcoxon-Scores an(i)=i und
cnp(i) = ifn i-,x(p)-0 (< —n fnx(p') + D+ Des weiteren betrachten wir
den maximal selektierten f-Test, den maximal selektierten Wilcoxon-
Test, den maximal selektierten Median-Test und den Spearman-Test.
Unter der Alternative verwenden wir bis auf den mit zwei multiplizier
ten Steigungsparameter U dieselben Parameter wie im Abschnitt 8.1.
Als nachstes diskutieren wir die Verteilung der maximal selektierten
NOEL-Statistik unter der Nullhypothese anhand von einer heuristischen
Herleitung der asymptotischen Verteilung und von Monte-Carlo Appro-
ximationen der exakten Verteilung (vgl. Abschnitt 5.2).
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Verteilung der NOEL-Statistik unter der Nullhypothese

Da die maximal selektierte NOEL-Statistik unter Berucksichtigung
der Thematik der vorliegenden Arbeit nur am Rande eingefuhrt und
diskutiert werden kann, beschrdnken wir uns auf folgende heuristische
Motivation der asymptotischen Verteilung unter der Nullhypothese. Die
Statistiken vom NOEL-Typ sind bzgl. eines festen hypothetischen
Schwellenwerts einfache lineare Rangstatistiken und haben somit unter
den Ublichen Regularitatsbedingungen an die Scores und Regressoren
eine asymptotische Normalverteilung (vgl. Kapitel 2). Damit ist die
asymptotische endlich dimensionale Randverteilung des durch
[Tnp; 0 < Fx{p) < 1] gegebenen Prozesses eine multivariate Normalver-
teilung. Bei obiger Wahl von cnp erhalten wir als Scoreerzeugende-
Funktion fur cnp: cp(y} = -p), wobei p, v e [0,1]. Damit kann
man die asymptotische Verteilung von (8.3.2) auch als das Integral ei-
nes mit cp gewichteten Pfades einer Brownschen Bricke auffassen.
Folglich vermuten wir, dal der maximal selektierte NOEL-Test gegen
folgendes maximal selektiertes absolutes standardisiertes Integral der
Brownschen-Bricke konvergiert:

|}(t -p) BO(t)dt |
W(elE2) = C sup, o 2-j ‘
’ (\Var(/ (f -p) BOo(DHdi))™
p

(8.3.3)

wobei ]BO0(i); 0 £t <1] die Brownsche Bricke bezeichnet. Die ver-
mutete Grenzverteilung (8.3.3) ist das Supremum eines f.s. stetig diffe-
renzierbaren GaulprozeRes. Deshalb kdnnen wir die Verteilung von
(8.3.3) anhand der folgenden Formel nach Davies (1977,1987) approxi-
mieren:

P(M(el E2) < b) > (8.3.4)
1 - 28(-b) - p(b)log(e2 (1 - £)) /7 (A - €2) gj)) 7/ ()",

hierbei vermuten wir, dall der log(e2 (1 -et)/ ((1 - e2) et)) das



- 902 -

Integral Uber die zweite Ableitung der Kovarianzfunktion ist (vgl. Davies
1987, Formel 2.1). In der Abb. 8.3.1 werden die verschiedenen simulier-
ten Verteilungsfunktionen fur (ei,e2) = (0.1.0.9) gemeinsam mit der
Approximation aus Abschnitt 3.3 nach Jennen (1985) dargestellt. Die
Approximation der NOEL-Statistik (8.3.4) nach Davies (1987) ist ver-
glichen mit der Approximation nach Jennen (1985) fur die maximal
selektierten Rangstatistiken aus Abschnitt 5.2 relativ gut. Fur ein klei-
neres Selektionsintervall wird die Approximation noch besser (Abb.
S.3.2; (el,e2) = (0.3,0.7)), und dieses Verhalten entspricht dem der

maximal selektierten Rangstatistiken (vgl/Abschnitt 5.2).

Verhalten unter der Alternative

Die Abb.8.3.3-4 ermdglichen einen Vergleich der simulierten Power
der 5 analysierten Statistiken bei normalverteiltem Fehler fir
(ei£2) = (0.2,0.8), (0.4,0.6) und ja - 0.5. Die maximal selektierte NOEL-
Statistik hat die grote Power. Die Median-Statistik ist vergleichsweise
schlecht. Die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik und (-Statistik
haben fur das grobere Selektionsintervall eine groRere Power. Dies wird
teilweise durch das.Verhalten des Prufpunktschéatzers erklart (vgl. Ab-
schnitt 9.2). FUr den nicht anhand besonderer Abbildungen dargestell-
ten EinfluR des Selektionsintervalls gilt analog zu Abschnitt 8.1, dal3 er
relativ gering ist. Dagegen ist der Einflull des Schwellenwertes ja relativ
grof3. Der EinfluR der verschiedenen Verteilungen des Fehlers - Normal-
verteilung, Gleichverteilung und Doppelexponentialverteilung - ist rela-
tiv gering (vgl. Abb. 8.3.3,5-6 fur (cj.s”) — (0.2,0.8) und /z = 0.5).
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Abb. 8.3.1.: Simulierter und approximativer oberer Teil der Verteilungs-
funktion der maximal selektierten NOEL-Statistik unter der Nullhypo-
these bei (et,e2) = (0.1,0.9). Die durchgezogene Linie veranschaulicht
die vermutete approximative asymptotische Verteilung.

simulierte Quant! le

Abb. 8.3.2.: Simulierter und approximativer oberer Teil der Verteilungs-
funktion der maximal selektierten NOEL-Statistik unter der Nullhypo-
these bei (E!,e2) = (0.3,0.7). Die durchgezogene Linie veranschaulicht
die vermutete approximative asymptotische Verteilung.



Abb. 8.3.3.: Die simulierte Power bei normalverteiltem Fehler,
(g,c2) = (0-2,0.8) und dem Schwellenwert /j. = 0.5 in Abhangigkeit des
Steigungsparameters t?.

Abb. 834 Die simulierte Power bei normalverteiltem Fehler,
(fipEg) - ('0'4'106) und dem Schwellenwert m = 0.5 in Abhéngig ei es

Steigungsparameters 1?.



Abb. 8.3.5.: Die simulierte Power bei doppelexponentialverteiltem
Fehler, = (0.2,0.8) und dem Schwellenwert /z = 0.5 in Abhangig-
keit des Steigungsparameters

Abb. 8.3.6.: Die simulierte Power bei gleichverteiltem Fehler,
(e"Cg) ~ (0.2,0.8) und dem Schwellenwert /z = 0.5 in Abhéangigkeit des
Steigungsparameters ij.
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9. Diskussion des Prufpunktschatzers

Im Kapitel 2 haben wir einen Prufpunktschétzer eingefuhrt. Ein
Vorteil dieser Prufpunktschatzung ist, dall sie sich direkt aus der
Durchfilhrung eines maximal selektierten Rangtests ergibt. Im Ab-
schnitt 9.1 formulieren wir eine Konsistenzaussage fur diesen Pruf-
punktschatzer. Die Aussage kann man als eine Verallgemeinerung eines
Resultats fur einen auf der maximalen Wilcoxon-Statistik beruhenden
Wechselpunktschétzer von Darkhovskh (1976) betrachten (vgl. Kapitel
4). Unter einem parametrischen abrupten Strukturbruchmodell dis-
kutiert Siegmund (1988) verschiedene Mdglichkeiten der Intervall- und
Punktschatzung des Wechselpunktes. Da das Prifpunktmodell oft als
eine stark vereinfachte Approximation des mdglichen funktionalen Zu-
sammenhangs zwischen ZielgréRe und EinfiuRgrofRe anzusehen ist und
dies ebenso fur den Parameter Priufpunkt gilt, beschrdnken wir uns auf
die Diskussion des von der Methode der maximal selektierten Rangsta-
tistiken implizit gegebenen Prufpunktschéatzers aus Abschnitt 2.5. Im
Abschnitt 9.2 diskutieren wir die Eigenschaften des Priufpunktschatzers
anhand von Monte-Carlo Berechnungen fur verschiedene Verteilungen
des Fehlers bei moderatem Stichprobenumfang (vgl. Kapitel 8). In
diesem Zusammenhang besprechen wir Monte-Carlo Ergebnisse fur den
Wechselpunktschatzer von Pettitt (1980) und fiur den NOEL-Schatzer
unter der toxikologischen Alternative von Abschnitt 8.3.

9.1. Konsistenz des Priufpunktschéatzers

Im folgenden verwenden wir die Terminologie aus Abschnitt 7.1. Wir
betrachten hierbei vorerst das Testproblem mit der Alternative Ha>
(Kapitel 2). Unter Verwendung von Lemma 7.1.13 erhalten wir folgende
Konsistenzaussage
Lemma 9.1.1.:

H(u.v) sei eine Verteilungsfunktion geméaR Korollar 7.1.11, Ain(ei-e2)
erfulle die VVoraussetzungen von Satz 7.1.12 und 0 < Ej "x(m) — £2 < 1-
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Dann gilt fur alle ¢ > 0:
PH(| rx(p) - F>(p)| > <) > 0 far n

falls 7(Fx(m)) > ?(p) 6M(p) furp e [ep”™] und p Z F>(p).
Beweis: ic : [Et,e2] -> IR, wobei k(p) =y(p) b*p). Da die Funktion k fur p
ihr isoliertes globales Maximum annimmt, existiert fur alle $¢ >0 ein
r] >0, so daB /c(p) — a(p) > e furp' e jp:|p' -p| > 6j.

Tnp = FFInp(u ,v)du dv konvergiert im Sinne der Supremumsnorm
Ph-f-s. gegen /c(p) (Praagman 1988, p.210), somit existiert ein
NO(<) e/VV und fur alle n > NO(<5) gilt :

PHA TNFM —-«<WN) 1 >r?/2) =~ n(ei.e2 ——mme > 77/2) < 4

und o (7)) ~ «(fxXp)) | >p/2)<<5 (Lemma 7.1.13), da nach der
Definition des Prufpunktschatzers gilt: Tnf.™ = Mn(el,ez) (Abschnitt

2.5). Also gilt: PHQ\ic{Fx(p)") — k(Fx<(p))\ > rj) < ¢ und damit
PH(\FX™) -FXx(N)\=>0)<0.

Darkhovskh (1976) zeigt fur die maximale standardisierte
Wilcoxon-Statistik in einem abrupten Strukturbruchmodell die Konsis-
tenz des Wechselpunktschatzers und zeigt auch, daR die Konvergenz-
rate O(l/n) ist. Unter Verwendung des Lemma 9.1.1 beweisen wir fur
die Lokationsalternative /fal5>0, daR der auf einer maximal selektierten
Rangstatistik beruhende Prifpunktschatzer konsistent ist, sofern die
Scoreerzeugende Funktion tp schwache Regularitatsbedingungen erfullt
und der Prufpunkt gemaf folgender Definition identifizierbar ist.
Definition 9.1.2.:

Der Prufpunkt p ist identifizierbar, genau dann wenn ein <0 > 0 ex-
istiert, so daR Ax(p") fur p' e [p — 40, p + 0] bijektiv ist.

Satz 9.1.3.:

Die bivariate Verteilungsfunktion H ist durch die Lokationsalternative
Ha”>0 bzw. die Verteilungsfunktionen Fx, Fy und Gy und dem Prif-
punkt Fy(p) e [EpCg] gegeben, p sei identifizierbar, ~(EpSg) sei ge-
maR (7.1.5) und (7.1.6). Fur die Funktionen ¢ und ip gelte: J~p(u)du - 0,
0 <JIX?(U\V)zdu < /(p(u) — (tz))2diz > 0 fur n -» *>, ¢ sei monoton
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und y(p) - (p (1 - p))~& fur p e [fipEg]. Dann gilt fur alle ¢ > 0:
mPpilm —MI > <5 -» 0 fur n -» 0 . 9 11)

Beweis. 0O.B.d.A. sei tp monoton steigend. Die Voraussetzungen von
Lemma 9.1.1 werden erfullt, somit ist zu zeigen, dal3:

7(™x(m)) > 7(p) bM(p) fur p e [Ej.Sg] und p # Fx(m) + (9.1.2)

Da tp monoton steigend ist gilt fur die Lokationsalternative:
IV (/7y(tt)) dGy(-u) < 0 < J'<p(Hy(u)) dFY(u) und
F¥Y(HY(U")) dFY(u) + (1 - FA-(p.)) F v(Hy(u))dGy(u)
= ¥ p(ly(w) d(Fx(2) Fy(u) + (1 - FxX(M))Gy(u)) =0,
da Hy = Fx{pi) Fy + (1 — /""(/2)) Gy.
Also erhalten wir y(p) 6M(p) = (p(1 —p))~"p F <pHY(U)") dFY(u) fir
Ej<p<Fx(m) und y(p) 6M(p) = (p(I - p))-" (p - 1) F p(Hytu’)") dGY(u)
fur A-(m) <P —e2 /(p) bM(p) ist stetig in Fx(p.) und fur die Ableitung
gilt:
(d/dp)7(p) bM(p) = 1/(2 (1 -p) (P(l -P))™) /p(Hy(-w)) dFy(u) >0
flr Ej <p < Fx{pi) und
(d/dp) -y(p) 6M(p) = 1/ (2 p (p(I —p))™) F p(HY(Y)) dGY(U) <0

fur Fx(pi) <p”~ez
Aus der lokalen Bijektivitat von Fx und der Konsistenz der empirischen

Verteilungsfunktion folgt; fur alle ¢ mit &0 > & >0 existiert

NO(t5) eIN , so daR fur n & n.0(<5) gilt:

PH(\~p - M| > <5) < PH(\fx(p) ~ >
<PHM\ fnX - | >71 2, |AkKXx(M) = \\/ | > 2)
. <4

wobei 77 = min\Fx{iJ. + 5) — Fx{pP), FX(F) Fx(p.
Folglich gilt (9.1.2).

Korollar 9.1.4.: o Alternativen des
Die Konsistenzaussage von Satz 9.1-3 gilt fi
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zweiseitigen Testproblems H~”*0, sofern An(el,e2) die zweiseitige
Teststatistik aus Kapitel 2 ist.

Beweis: Fur HalS>0 gilt y(p) bM(p) >0 fir p e (0,1) und fir Hal’<0 gilt
y(p) 6M(p) < 0 furp e (0,1), also gilt:

7(-(m)) |6m(Fx<(m))l =7(p) lom(p)l fur pe [e™] und p 7/ Fx(/z) .

Korollar 9.1.5.:
Die Konsistenzaussage von Satz 9.1.3 gilt fur die Alternative , falls ¢
streng monoton ist.
Beweis: 0.B.d.A. sei ¢ streng monoton steigend. Unter Ha> gilt:
Fy < Hy < Gy. Da ¢ streng monoton steigend ist, folgt somit:
F<p(HY(uy) dGY(u) < 0 < yV(/7r(u)) dFy(u~).

Die Voraussetzungen von Satz 9.1.3 werden beispielsweise von der
Median-Statistik und der Wilcoxon-Statistik erfullt.

9.2. Monte-Carlo Ergebnisse

Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt eine asymptotische
Konsistenzaussage hergeleitet haben, betrachten wir nun das Verhalten
des Prufpunktschatzers bei moderatem Stichprobenumfang fur ver-
schiedene Alternativen. Hierzu verwenden wir die fur Kapitel 0 durchge-
fuhrten Monte-Carlo Berechnungen und beschrénken uns somit auf den
Stichprobenumfang n = 50 und auf eine auf dem Intervall [0,1] gleich-
verteilte EinfluBgroRe X.

Prufpunktaltemative

Die ADbb.9.2.1 veranschaulicht die simulierten Verteilungsfunkti-
onen des durch die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik gegebenen
Priufpunktschatzers bei normalverteiltem Fehler fur verschiedene
Lageparameter i?. Der Prufpunktparameter ist hierbei 0.5, un.d der
Prufpunktschatzer tendiert zu einem leichten Unterschatzen. Dieses
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Abb. 9.2.1.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik gegebenen

Prufpunktschatzers  fur  verschiedene Lageparameter bei
(£1>£2) = (0.1,0.9) und M = 0.5.

simulierte Quantile

Abb. 9.2.2.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik gegebenen
Prufpunktschatzers  fur  verschiedene Lageparameter bei
(ET'£2) = (0.1,0.9) und u - 0.5.
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Abb. 9.2.3.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Median-Statistik gegebenen
Priufpunktschatzers

fur  verschiedene Lageparameter U  bei
= (0.1,0.9) und /z = 0.5.

simulierte Quantile

Abb. 9.2.4.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei doppelexponentialver-
teiltem Fehler des durch die maximal selektierte Median-Statistik gege-

benen Prufpunktschatzers fur verschiedene Lageparameter U bei
(Ei'e2) ~ (0.1,0.9) und p = 0.5.
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resultiert aus der Definition Uber das Minimum (vgl. Abschnitt 2.5). Der
EinfluR der GroRe des Selektionsintervalls kann man durch den Ver-
gleich der Abb. 9.2.1 und 9.2.2 fur (ej.Cg) = (0.1,0 9) und (0.4,0.6) er-
kennen. Der EinfluR der drei verschiedenen Fehlerverteilungen -
Normalverteilung, Doppelexponentialverteilung und Gleichverteilung -
wird fir die maximal selektierte Median-Statistik fir p = 0.5,
(EP£2) = (0 1,0.9) anhand der Abb.9.2.3-5 verdeutlicht. Abb.9.2.4 lalt
einen leichten EinfluR der Doppelexponentialverteilung erkennen, da
die simulierte Verteilungsfunktion fur U = 0.5 einen deutlicher ausge-
préagten Modus aufweist. Dieser Effekt entspricht der relativ hohen
simulierten Power der Median-Statistik bei doppelexponential-
verteiltem Fehler (vgl. Abschnitt 8.1). Unter Berucksichtigung der hier
nicht dargestellten Parameterkombinationen erhalten wir damit fur die
maximal selektierte Wilcoxon-Statistik ein &hnliches Resultat wie
Pettitt (1980) fur den Wechselpunktschéatzer: "The distribution of the
Mann-Whitney type estimate remains fairly constant over various dis-
tributionsDie Verteilungen sind fur p - 0.5 eher symmetrisch und, in-
dem der Prufpunkt p gegen eins bzw. e2 geht, werden die Verteilungen

linksschief.

Lineare Abhangigkeit

Analog zu Abschnitt 8.2 diskutieren wir das Verhalten des Prif-
punktschatzers bei einer dem Modell zugrunde liegenden linearen Ab-
hangigkeit der ZielgolRe Y von der quantitativen EinfluRgroRe X. Bei
dieser Modellierung existiert kein Prifpunkt, und insofern ist der Pruf-
punktschatzer nicht direkt als Schatzer eines Modellparameters in-
terpretierbar. Die Abb.9.2.6-7 zeigen fur die maximal selektierte
Median-Statistik und die Wilcoxon-Statistik auf, dal die Verteilungen
des Prifpunktschatzers fir gréRRere Steigungsparameter einen Modal
wert bei etwa 0.5 haben. Allerdings ist die Abhangigkeit vom Steigungs
Parameter U gegenuber der fur das Priufpunktmodell beschrieben
Abhéngigkeit vom Lageparameter t? vergleichsweise gering. Abb.
veranschaulicht, dal3 diese Abhangigkeit mit der GroRe des Selek
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Abb. 9.25.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei gleichverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Median-Statistik gegebenen

Priufpunktschatzers  fir  verschiedene Lageparameter U  bei
(cptg) = (0.1,0.9) und p. = 0.5.

simulierte Quantile

Abb. 9.2.6.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Median-Statistik gegebenen

Priufpunktschatzers fur verschiedene Steigungsparameter U bei
(Epes) = (0.1,0.9).
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Abb. 9.2.7.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik gegebenen

Prufpunktschéatzers fur verschiedene Steigungsparameter U bei
(£1,63) = (0.1,09).

simulierte Quantile

Abb. 9.2.8.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik gegebenen

Prufpunktschatzers fur verschiedene Steigungsparameter W bei
(ei,e2) = (0.4,0.6).
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intervalls bei der maximal selektierten Wilcoxon-Statistik fur
(Cli£2) = (0.4,0.6) abnimmt. Hier nicht dargestellte Ergebnisse fur die
Doppelexponentialverteilung und Gleichverteilung lassen vermuten,
dal3 der EinfluR der drei verschiedenen Verteilungen des Fehlers auch
fur die Alternative der linearen Abhangigkeit gering ist.

Toxikologisches Schwellenwertmodell

Wir analysieren das Verhalten des Prufpunktschatzers bzw. des
NOEL-Schatzers anhand der Monte-Carlo Ergebnisse unter dem toxiko-
logischen Schwellenwertmodell (vgl. Abschnitt 8.3). Die Abb. 9.2.9-10
veranschaulichen die simulierten Verteilungsfunktionen des Pruf-
punktschatzers mittels der maximal selektierten Wilocoxon-Statistik
bzw. Median-Statistik bei normalverteiltem Fehler, (ej.Eg) = (0.1.0.9)
und jx = 0.5. Der Prufpunktschéatzer tendiert dazu, den Schwellenwert
zu Uberschéatzen; dies erklart die gréRBere simulierte Power bei einem
groReren Selektionsintervall (vgl. Abschnitt 8.3). Die simulierten Ver-
teilungsfunktionen des NOEL-Schéatzers (Abb.9.2.11) zeigen fur relativ
kleine Werte des Steigungsparameters U ebenfalls eine Tendenz zum
Uberschatzen des Schwellenwerts. Allerdings scheint dieser Effekt fir
groBere U zu verschwinden. Der EinfluR der GroRe des Selektionsinter-
valls wird von einem Vergleich der Abb.9.2.11-12 veranschaulicht. Der
EinfluR der verschiedenen Verteilungen des Fehlers ist vergleichsweise
gering, deshalb verzichten wir auf Darstellungen der simulierten Ver-
teilungsfunktionen bei doppelexponentialverteiltem bzw. gleichverteil-
tem Fehler. Die Abb.9.2.13-14 zeigen den EinfluR des Schwellenwerts
fur jx = 0.6 und /r = 0.7 anhand der simulierten Verteilungsfunktionen
des NOEL-Schétzers auf .

Bei der Anwendung der hier betrachteten NOEL-Schatzer in der
Toxikologie sollte man das Unterschétzen des Schwellenwertes fur
kleine U und die offensichtlich langsame Konvergenzgeschwindigkeit
des NOEL-Schéatzers gegen fur wachsende U beriucksichtigen. Der
durch die maximal selektierte Rangstatistik gegebene Prufpunktschéat-
zer tendiert zum deutlichen Uberschatzen des Schwellenwertes und
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scheint damit als Schéatzer fragwiurdig zu sein
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Abb. 9.2.9.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik gegebenen
Priufpunktschatzers fir verschiedene Steigungsparameter 3 bei
(EpEg) - (0.1,0.9) und dem Schwellenwert /x = 0.5.

simulierte Quantile

Abb. 9.2.10.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte Median-Statistik gegebenen
Prufpunktschatzers fur verschiedene Steigungsparameter 0 bei
(ei'e2) ~ (0.1,0.9) und dem Schwellenwert /x = 0.5.



BORiP9-2.11.: s™yljerte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
NOFT Vh t dUrCh fdIS maximal selektierte NOEL-Statistik geg]ebener_l
-io\ r@®> fl/a vT " ""hiedene Steigungsparameter % bei

11£2  (0.1,0.9) und dem Schwellenwert 2z = 0.5.
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Abb. 9.2.12.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
fehler des durch die maximal selektierte NOEL-Statistik gegebenen
NOEL-Schétzers  fir verschiedene  Steigungsparameter bei
‘el’e2) = (0.4,0.6) und dem Schwellenwert /z = 0.5.



simulierte Quantile

Abb. 9.2.13.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem
Fehler des durch die maximal selektierte NOEL-Statistik gegebenen
NOEL-Schéatzers fur verschiedene  Steigungsparameter U  bei
(ei.e2) = (0.2,0.8) und dem Schwellenwert p. - 0.6.

simuli erte Quantile

Abb. 9.2.14.: Simulierte Verteilungsfunktionen bei normalverteiltem

Fehler des durch die maximal selektierte NOEL-Statistik gegebenen
NOEL-Schétzers

fur verschiedene  Steigungsparameter U bei
(ei'e2) ~ (0.2,0.8) und dem Schwellenwert - 0.7.
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10.Uberlegungen zur Modelliiberpriifung

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir anhand von
Monte-Carlo Ergebnissen aufler der Prufpunktalternative noch zwei
weitere Alternativen diskutiert. Im Kapitel 8 zeigte sich, daR die
betrachteten maximal selektierten Rangtests auch bei diesen Alternati-
ven - lineare Abhéngigkeit und toxikologisches Schwellenwertmodell -
als nichtparametrische Unabhangigkeitstests sinnvoll sind. Unter
Beriicksichtigung der drei verschiedenen Alternativmodelle kdnnen wir
feststellen, dal? die maximal selektierten Rangtests eine gute Alterna-
tive zum Spearman-Rangtest bieten. Insbesondere ist die implizite
Prufpunktschatzung von Vorteil. Allerdings ist der geschatzte Pruf-
punkt unter den anderen Modellen nicht direkt interpretierbar bzw. als
Parameter ein Artefakt der Methode (vgl. Abschnitt 9.2). Deshalb er-
scheint eine Bewertung des geschatzten Prufpunkts bzw. des verwende-
ten Prufpunktmodells geboten. Hierbei ist die Verteilung der Ein-
fluRgroRe zubertcksichtigen (Abschnitt 10.1). Des weiteren stellt sich
die Frage, inwieweit eine Verifikation des Prufpunktmodells mdglich ist.
Im Abschnitt 10.2 sprechen wir Aspekte einer solchen Modellveriflkation
an.

10.1. Abhéngigkeit von der Einflu3grofde

Offensichtlich hdngt von der Verteilung der EinfluRgrofRe und dem
Prufpunkt die Prufpunktschatzung bzw. die Approximation der Daten
durch das Prufpunktmodell ab. Falls der Prufpunkt in einem Bereich
der Verteilung der EinfluRgroRe mit geringer Wahrscheinlichkeitsmasse
liegt, erhoht sich die zuerwartende Variabilitdt des Prufpunktschéat-
zers. Im Extremfall ist der Parameter Priufpunkt nicht identifizierbar
(vgl. Definition 9.1.2 und Satz 9.1.3). Falls der EinfluRgrof3e eine ausge-
pragte bimodale Verteilung zugrunde liegt, werden beispielsweise auch
Beobachtungen bei einem linearen Zusammenhang zwischen der Ein
fluRgréRe und der ZielgroRBe grofRtenteils durch das Prifpunktmodell
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gut approximiert. Diese Problematik ergénzt die triviale Erkenntnis,
dal man funktionale Zusammenhange nur in Bereichen, in denen aus-
reichend viele Beobachtungen vorliegen, Uberpriufen kann. Bei der In-
terpretation des Prufpunktschatzers sind diese trivialen Zusammen-
hange allerdings von besonderer Bedeutung.

10.2. Zur Modellverifikation

In diesem Abschnitt gehen wir auf vorlaufige VVorschlage einer Veri-
fikation des Prufpunktmodells ein. Der Pfad des durch die verwendete
Statistik gegebenen Prozesses (siehe Abb.1.1.1) beinhaltet Informati-
onen Uber die Gute der Approximation der Daten durch das Prufpunkt-
modell. Ein Pfad, der genau einen ausgepragten Extremwert hat,
scheint fur das Prufpunktmodell zu sprechen; dagegen stellen mehrere
ausgepragte Extremwerte gleicher GroRenordnung die Prufpunktalter-
native in Frage. Dasselbe gilt, wenn man von keinem ausgepréagten Ex-
tremwert sprechen kann.

Die Stabilitdt des Prufpunktschatzers ergibt eine weitere Moglich-
keit, das Prufpunktmodell zu evaluieren. Die Bootstrapverteilung des
verwendeten Prifpunktschatzers kann man fur eine Stabilitatsbeurtei-
lung verwenden. Hierbei sollte man allerdings die Ergebnisse vom Ab-
schnitt 9.2 beachten, denn beispielsweise hat die Verteilungsfunktion
des Prufpunktschéatzers unter einer linearen Abhangigkeit auch einen
deutlichen Extremwert. Die Verwendung einer modifizierten - evt. nicht
standardisierten; d.h. anders skalierten - Teststatistik kann diesen
Nachteil beheben. Als Konstruktionsprinzip kann man hierbei die

s Grenzfunktion der Teststatistik (vgl. Lemma 9.1.1) benutzen.
Diese Grenzfunktion sollte beispielsweise bei vorliegender linearer Ab-

héangigkeit keinen Extremwert oder Extremwerte am Rand des Selekti-
onsintervalls aufweisen.
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11. Anwendungen in der klinischen Forschung

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die nichtparametrische
Methode der maximal selektierten Rangstatistiken eingefuhrt und ihre
Eigenschaften ausfuhrlich diskutiert. Es soll nun die Relevanz und An-
wendbarkeit dieser Methodik an Beispielen aus der Kklinischen
Forschung aufgezeigt werden. Im Abschnitt 11.1 besprechen wir die in
der Einleitung (Abschnitt 1.1) vorgestellte klinische Studie zur anti-
arrhythmischen Therapie von Hohnloser u.a. (1987). Bei einer Brust-
krebsstudie der Universitats-Frauenklinik Erlangen wurden unter
anderem verschiedene Hormon-Rezeptoren und Tumor-Marker analy-
siert. Wir betrachten hierbei insbesondere die Abhédngigkeit der Rezep-
toren vom Alter der Patientinnen (Abschnitt 11.2).

11.1. Studie zur antiarrhythmischen Therapie

Im Abschnitt 1.1 haben wir die Problemstellung der vorliegenden
Arbeit anhand der klinischen Studie von Hohnloser u.a. (1987) erlau-
tert. Hierbei beschréankten wir uns auf die EinflullgréBe linksventri-
kuldre Ejektionsfraktion (EF) und die ZielgroRe rezidivfreie Uberlebens-
zeit nach der Klinikentlassung, wobei die Diagnose eines Arrhythmiere-
zidives oder eines plotzlichen Herztodes als terminierendes Ereignis fur
die Zeitdauer verwendet wurde. Nach dieser Definition liegt die rezi-
divfreie Uberlebenszeit von 66 Patienten als zensierte Beobachtung
vor. Hohnloser u.a. (1987) untersuchten nicht nur den diagnostischen
Wert der EF, sondern auch den diagnostischen Wert des Anteils wirken-
der Medikamente (WM). Hierbei wurden zwischen drei und 10 verschie-
dene Medikamente zur Suppression von Arrhythmien ausprobiert. Eine
detaillierte Beschreibung dieses Experiments und der Definition von WM
findet sich bei Hohnloser u.a. (1987). Im folgenden beurteilen wir den
diagnostischen Wert der EF und der WM mittels maximal selektierter
Log-Rank-Statistiken.
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Abb.11.1.1 veranschaulicht die empirische Verteilung der EF,
welche bei der Verwendung des Prufpunktmodells von besonderer
Bedeutung ist (vgl. Abschnitt 10.1). Die empirische Verteilung der EF ist
zwischen 10% und 70% EF relativ gleichférmig und weist keinen ausge-
préagten Modalwert auf. Allerdings treten Bindungen auf. Die grofte
Bindungslange betragt sieben bei 24% EF. Grundsatzlich kénnten wir
somit das Vorgehen der endlichen Prufpunktselektion bei diskreter
EinfluRgroRe wahlen (Abschnitt 6.2). Da 45 verschiedene Auspragungen
der EF vorliegen, entscheiden wir uns dennoch fur die Approximation
anhand der asymptotischen Verteilung bei stetiger EinfluRgrofRe (vgl.
Abschnitt 5.4 und 6.1).

Unter der Annahme, dal3 die Anteile der Gruppe mit ‘erhdhtem Risi-
ko' bzw. der mit 'normalem Risiko' mindestens 10% betragen sollten,
fuhren wir die Selektion zwischen dem 10% und 90% Quantil der EF
durch. Wir erhalten fur die maximal selektierte Log-Rank-Statistik ei-
nen approximativen F-Wert von etwa 0.01, und die implizit gegebene
Prufpunktschatzung ergibt 39% EF (vgl. Abb.1.1.1). Der Unterschied
zwischen den beiden durch den geschatzten Prufpunkt gegebenen

Gruppen wird durch die Kaplan-Meier Schéatzer veranschaulicht
(Abb.1.1.2).

Zur Beurteilung der klinischen Bedeutung des maximal selektierten
Prufpunkts 39% EF missen wir das Prifpunktmodell diskutieren (vgl.
Abschnitt 10.2). Der durch die Log-Rank-Statistik gegebene Pfad
(Abb.1.1.1) weist keinen ausgepréagten Extremwert auf, deshalb inter-
pretieren wir das Prufpunktmodell nur als eine erste Approximation
eines funktionalen Zusammenhangs der EF und der rezidivfreien Uber-
lebenszeit. Eine explorative Analyse der Abhangigkeit der Zielgrolie
von moglichen EinfluBgréRen (vgl. Hohnloser u.a. 1987) kann man mit-
tels komplexerer Regressionsmodelle bzw. anderer Regressionsfunkti-
onen durchfihren. Hierbei bietet sich beispielsweise das Coxsche
Regressionsmodell an. Zusammenfassend kdnnen wir feststellen, daR
der Prufpunkt 39% EF den Unterschied zwischen den Gruppen im Sinne
der standardisierten Log-Rank-Statistik maximiert und dieser



EF %

Abb. 11.1.1.: Die empirische Verteilung der linksventrikuldren Ejekti-
onsfraktion (EF).

Abb. 11.1.2.: Die empirische Verteilung des Anteils von wirkenden Medi-
kamenten (WM).
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Unterschied zu einem approximativen F-Wert von 0.01 fuhrt.

Bei der Betrachtung der EinfluRgroRe WM ist zu beachten, daf3 die
verwendeten Medikamente bei den einzelnen Patienten bzgl. Produkt
und Anzahl variieren. Deshalb kann man das Prufpunktmodell nur als
grobe Approximation des Einflusses der einzelnen wirkenden Medika-
mente ansehen, und eine inhaltliche Interpretation des Prufpunkts ist
somit nur ansatzweise moglich. Des weiteren hat die empirische Ver-
teilung der WM 21 verschiedene Auspragungen (Abb.11.1.2), deshalb
bestimmen wir den F-Wert des maximal selektierten Log-Rank-Tests
mittels der verbesserten Bonferroni-Ungleichung bzgl. aller verschiede-
nen Auspragungen (vgl. Abschnitt 5.3 und 6.2).

Die Nullhypothese, dal? die WM keinen Einflull hat, ergibt einen F-
Wert von 0.0035. Als maximal selektierten Prufpunkt erhalten wir 43%
WM (Abb. 11.1.3), und der Unterschied zwischen den beiden hierdurch
gegebenen Gruppen wird von den jeweiligen Kaplan-Meier Schatzern in
Abb.11.1.4 veranschaulicht. Hohnloser u.a. (1987) dichotomisierten die
mdgliche EinfluRgréfRe WM bei 50% und publizierten den F-Wert 0.0028.

11.2. Erlangener Brustkrebsstudie

Fur die Jahre 1985 bis 1987 wurden an der Universitats-
Frauenklinik Erlangen die Daten der Brustkrebspatientinnen retro-
spektiv analysiert. Die Studie umfal3t 418 Brustkrebspatientinnen.
Hierbei wurden unter anderem Hormon-Rezeptoren und Tumor-Marker
analysiert. Wir vernachlassigen bei unserer Betrachtung den Einflu
von weiteren potientiellen EinfluRfaktoren wie beispielsweise das
Tumorstadium und betrachten die Abhangigkeit der gemessenen Menge

im folgenden Dichte - der Rezeptoren von Oestrogen und Progesteron
vom Alter der Patientinnen als Fragestellung. Die Dichte der Rezepto-
ren sind interessante ZielgrofRen, da sie als moégliche prognostische
Kriterien in der Literatur diskutiert werden und in verschiedenen
Studien auch als Entscheidungskriterium fur die Wahl der Therapie



WM %

Abb. 11.1.3.: Die standardisierte Log-Rank-Statistik als Prozef3 in Ab-
hangigkeit der moéglichen Prifpunkte des Anteils von wirkenden Medi-
kamenten (WM).
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Abb. 11.1.4.. Der pradiktive \Wert des maximal selektierten Prifpunkts
43% WM wird veranschaulicht von den Kaplan-Meier Schéatzern fur die
Patienten mit WM 43% (gestrichelte Linie) und WM > 43% (durchgezo-
gene Linie).
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verwendet  werden. Die Rezeptoren wurden  mittels einer
Radioimmunoassay-Untersuchung des Tumors postoperativ bestimmt.
Es ist bekannt, dall nach dem Einsetzen der Menopause eine schritt-
weise Erhdhung der Dichte der Oestrogen-Rezeptoren stattfindet. Das
Einsetzen der Menopause variiert in der Regel zwischen dem 45ten und
55ten Lebensjahr (vgl. Wheeler 1989). Im folgenden wollen wir Uberpri-
fen, ob die Abhangigkeit der Dichte der Oestrogen-Rezeptoren von dem
Einsetzen der Menopause durch die Erlangener Daten belegbar ist. Des
weiteren untersuchen wir, ob die Dichte der Progesteron-Rezeptoren
vom Alter der Patientinnen abhéangt.

Wir betrachten 378 Patientinnen mit gemessenen Oestrogen- und
Progesteron-Rezeptoren. Patientinnen mit beidseitigem Tumor werden
nicht berucksichtigt. Die empirische Verteilung des Alters dieser 378
Patientinnen ist in Abb.11.2.1 dargestellt. Die Jahrgédnge zwischen dem
45ten und 75ten Lebensjahr sind relativ gleichférmig vertreten. Die
empirischen Verteilungen der Dichte der Hormon-Rezeptoren werden in
Abb. 11.2.2 dargestellt. Bei einem Teil der Patientinnen lag die Dichte
der Oestrogen- bzw. Progesteron-Rezeptoren unter der Nachweisgren-
ze; in diesem Fall wurde fur die Dichte der Wert Null verwendet (vgl.
Abb.11.2.2).

In Abb. 11.2.3 wird die standardisierte Wilcoxon-Statistik in Abhéan-
gigkeit der hypothetischen Prifpunkte des Alters der Patientinnen fir
die ' Dichtemessungen der Oestrogen-Rezeptoren dargestellt. Fur
ei =1 —e2 = 01 ergibt sich mittels der Approximationsformel der
asymptotischen Verteilung (3.3.1) ein F-Wert, der kleiner als 0.0001 ist;
d.h. der EinfluR des Alters der Patientinnen auf die Dichte der
Oestrogen-Rezeptoren ist hoch signifikant. Als Priufpunktschatzung er-
halten wir 58.76 Jahre.

Bei der Interpretation des geschatzten Prufpunkts 58.76 Jahre ist
zu beachten, daRR die Zunahme der Dichte der Oestrogen-Rezeptoren
nach der Menopause nicht abrupt - wie beim Prufpunktmodell ange-
nommen - sondern eher kontinuierlich ablauft. Deshalb wére das toxi-
kologische Schwellenwertmodell aus Abschnitt 8.3 eine naheliegende
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Abb. 11.2.3.: Oestrogen-Rezeptoren: Die standardisierte Wilcoxon-
Statistik als Prozef3 in Abhéangigkeit der moéglichen Priufpunkte bzgl.
des Alters der Patientinnen.

Abb. 11.2.4.: Darstellung mittels PRIM-H; Alter in Jahren gegen Oestro-
gen log(1+fmol/mg). Des weiteren wird eine Dichteschatzung der
Randverteilungen abgebildet.
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Modellierung. Die Monte-Carlo Ergebnisse fur die Prufpunktschétzung
aus Abschnitt 9.2 lassen somit vermuten, dal3 der Zeitpunkt der Meno-
pause durch die maximal selektierte Wilcoxon-Statistik Uberschatzt
wird. Die hohen absoluten Werte der Wilcoxon-Statistik zwischen dem
55ten und 75ten Lebensjahr (Abb.11.2.3) kann man ebenfalls als Hin-
weis auf eine kontinuierliche Zunahme der Dichte der Oestrogen-
Rezeptoren werten. Des weiteren ist zu bericksichtigen, dal3 das Ein-
setzen der Menopause individuell variiert (vgl. auch Wheeler 1989).
Somit kann man die Prufpunktschéatzung nur als Schatzung eines mitt-
leren Zeitpunkts der Menopause der betrachteten Population von
Tumorpatientinnen interpretieren, und die EinfluBgrofRe Lebensalter
kann man als eine fehlerhafte Bestimmung eines ideellen 'biologischen
Alters’ ansehen. Letzterer Aspekt erschwert die Anwendung von Glat-
tungsverfahren zur explorativen Analyse des funktionalen Zusammen-
hangs zwischen dem (biologischen) Alter der Patientinnen und der
Dichte der Oestrogen-Rezeptoren. In der Abb.11.2.4 werden die bivari-
aten Beobachtungen gegeneinander geplottet, und die empirischen
Randverteilungen werden durch die optionale Dichteschatzung der
ISP-Prozedur PRIM-H (Huber 1986) veranschaulicht. Zusammen-
fassend konnen wir feststellen, daR die Methode der maximal selektier-
ten Wilcoxon-Statistik einen signifikanten Einflull des Alters der Patien-
tinnen auf die Dichte der Oestrogen-Rezeptoren aufgezeigt hat.

Der mit der Wilcoxon-Statistik gemessene EinfluR des Alters der
Patientinnen auf die Dichte der Progesteron-Rezeptoren ist nicht so
ausgepragt, aber signifikant (Abb. 11.2.5,6). Denn fir =1—- -01
erhalten wir den approximativen asymptotischen P-Wert 0.0072. Der
geschatzte Prufpunkt ist 66.18 Jahre.

Der Pfad der Wilcoxon-Statistik in Abhangigkeit des Alters der
Patientinnen hat Extremwerte fir hypothetische Prifpunkte aul3erhalb
des Selektionsintervalls. Auf eine Analyse dieser Beobachtung verzieh
ten wir bei unserer einfachen bivariaten Betrachtung. Ansonsten legt
der Verlauf des Pfades der Wilcoxon-Statistik im Selektionsintervall nur
die Interpretation des Prufpunktmodells als erste grobe Approximation



filter in Jahren

Abb. 11.2.1.: Die empirische Verteilung des Alters der betrachteten
Patientinnen.

Abb. 11.2.2.: Die empirische Verteilung der postoperativ gemessenen
Oestrogen- (gestrichelte Linie) und Progesteron-Rezeptoren ( urc ge

zogene Linie).
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eines funktionalen Zusammenhangs nahe. Die Problematik eines indivi-
duellen funktionalen Zusammenhangs ergibt sich analog wie bei der
Dichte der Oestrogen-Rezeptoren.
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Abb. 11.2.5.: Progesteron-Rezeptoren: Die standardisierte Wilcoxon-
Statistik als Prozel3 in Abhangigkeit der mdoglichen Prufpunkte bzgl.
des Alters der Patientinnen.

Abb. 11.2.6.: Darstellung mittels PRIM-H; Alter in Jahren gegen Proge
steron log(l+fmol/mg). Des weiteren wird eine Dichteschatzung der

Randverteilungen abgebildet.
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12. Diskussion der Ergebnisse der Arbeit und Ausblick

Die Methode der maximal selektierten Rangstatistiken ist insbeson-
dere bei Anwendungen in der klinischen Forschung oft ein naheliegen-
des Vorgehen. Die Abhangigkeit einer beliebigen Zielgréfle von einer
quantitativen EinfluRgroRe wird analysiert, indem ein unbekannter
funktionaler Zusammenhang durch ein Prufpunktmodell approximiert
wird. Hierbei nehmen wir an, dal3 ein Prifpunkt bzgl. der Einflul3gréRe
existiert, der die Population in zwei bzgl. der ZielgréRe unterschiedli-
che Gruppen aufteilt. Die Methode der maximal selektierten Rangstati-
stiken wird in der vorliegenden Arbeit auch fur ZielgroBen mit
beobachteten Bindungen oder unter Zensierung eingefuhrt und dis-
kutiert. Als Nullhypothese formulieren wir, dall die mdgliche Ein-
fluRgroRe keinen EinfluR hat. Diese Nullhypothese ist adquivalent mit
der Nullhypothese, dal3 die EinfluRgroRe und die ZielgrofRe stochastisch
unabhéangig sind. Aus formalen und anwendungsspezifischen Grinden
schranken wir den Prufpunkt und damit das Selektionsintervall auf
einen Bereich ein, der durch vorgegebene Quantile der EinfluRgrofie
determiniert wird.

Eine Analyse von verschiedenen Médoglichkeiten, die exakte Ver-
teilung der maximal selektierten Rangstatistiken zu approximieren,
legt folgende Faustregel nahe: Bei mittlerer GroRe des Selektionsinter-
valls (z.B. 25% bis 75% Quantil der EinfluRgrofle) sollte man bei weniger
als 40 Beobachtungen die verbesserte Bonferroni-Ungleichung (Hunter
1976), zwischen 40 und 100 Beobachtungen die Approximationsformel
nach James u.a. (1987; Formel 18,17) anwenden, und bei mehr als 100
Beobachtungen legen die Monte-Carlo Ergebnisse der vorliegenden
Arbeit nahe, die Approximation der asymptotischen Verteilung (Jennen
1985) zu verwenden. Hierbei ist allerdings zu betonen, daR die Ver-
wendung der asymptotischen Verteilung in der Regel zu einem konser-
vativen Test fuhrt. Deshalb ist obige Faustregel geméaR der erwinschten
Genauigkeit bzw. dem erwilnschten Verhalten zu modifizieren. Aller-
dings ist zu beriicksichtigen, dal} die vorgeschlagenen Approximations-
formeln alle auf der asymptotischen Normalverteilung der jeweiligen
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Rangstatistik beruhen. Also hédngt die Genauigkeit der Approximations-
formel von den verwendeten Scores ab. Bei Bindungen oder bei zensier-
ten Daten hangt der Scorevektor von den zufélligen Bindungslédngen
bzw. dem zufélligen Zensierungsmuster ab. Da die praktische Durch-
fuhrung eines maximal selektierten Rangtests auf einem Computer mit
einem adaquaten statistischen Auswertungssystem (z.B. SAS, BMDP)
oder einer statistischen Arbeitsumgebung (z.B. ISP, S, Gauss) einfach
ist, sollte man die Berechnung von approximativen exakten Quantilen
mittels einer Monte-Carlo Studie, insbesondere bei Bindungen oder
zensierten Daten, in Erwagung ziehen. Diese Empfehlung ist von allge-
meiner Bedeutung bei der Anwendung nichtparametrischer Verfahren
(z.B. Krauth 1988).

Die Methode der maximal selektierten Rangstatistiken lafRt sich
auch bei einer apriori vorgegebenen Menge von Prufpunkten, bei einer
diskreten Verteilung der EinfluRgréRe und bei einer diskret formulier-
ten Selektion anwenden. Diese Falle fassen wir unter der Bezeichnung
endliche Prufpunktselektion zusammen; hierbei sollte man bei der Aus-
wahl der Approximation der exakten Verteilung die Anzahl der zu
betrachtenen Priufpunkte bertcksichtigen. Insbesondere muf3 man die
Lage der hypothetischen Prufpunkte bzgl. der empirischen Verteilung
der EinfluRgrofle beachten.

Asymptotische Resultate und Monte-Carlo Ergebnisse bei modera-
tem Stichprobenumfang belegen, dal? die Methode der maximal selek-
tierten Rangstatistiken beim vorliegenden Prufpunktmodell dem nicht-
parametrischen Spearman-Rangtest Uberlegen ist. Dieses Resultat er-
halten wir auch bei dem asymptotischen Vergleich der Testvorschriften
mittels der exakten bzw. approximativen Bahadur-Effizienz. Bei einer
linearen Abhéngigkeit zwischen der ZielgroRe und der EinfluRgroRe
schneidet der Spearman-Test besser ab, der maximal selektierte
Wilcoxon-Test ist jedoch nur unwesentlich schlechter in seinen Giiteei-
genschaften. Fir ein toxikologisches Schwellenwertmodell belegen
Monte-Carlo Ergebnisse, dal man die Methode der maximal selektierten
Rangstatistiken durch eine naheliegende Modifikation verbessern kann.
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In diesem Zusammenhang wollen wir noch einmal betonen, dal3 das
Prufpunktmodell oft nur als eine grobe Approximation eines unbekann-
ten funktionalen Zusammenhangs zu betrachten ist. Diese bei einem
maximal selektierten Rangtest verwendete grobe Approximation des
unbekannten funktionalen Zusammenhangs gestattet in der Regel eine
konfirmatorische Interpretation. Demgegeniber kann man den un-
bekannten funktionalen Zusammenhang mit der fir das jeweilige An-
wendungsproblem adaquaten Methode der explorativen Datenanalyse
naher untersuchen. Insbesondere die explorative Anpassung und Ver-
ifikation von Modellen und die Betrachtung des empirischen Prozesses
der verwendeten Rangstatistik sollten bei der Interpretation des ge-
schatzten Prufpunktes und des Prufpunktmodells bericksichtigt
werden. Des weiteren kann man feststellen, dal} die Verwendung von
Rangstatistiken und die Dichotomisierung der EinfluBgréRe mittels des
Prufpunktmodells zu einem gegenuber Ausreil3ern relativ robusten Ver-
fahren fuhrt. Die Monte-Carlo Ergebnisse bei verschiedenen Verteilun-
gen belegen, dal? die Auswahl der Scoreerzeugenden-Funktion eine ge-
wisse Optimierung bzgl. moglicher Verteilungen der ZielgrofRe erlaubt.
In diesem Zusammenhang sollten adaptive Scores (z.B. Behnen und
Neuhaus 1989) eine automatische Optimierung ermdglichen.

Bei mehrdimensionalen moglichen EinfluBgréRen ist eine nahelie-
gende Anwendungsmaoglichkeit fir die Methode der maximal selektier-
ten Rangstatistiken durch eine Projektion der EinfluRgréRen auf eine
eindimensionale Grolle gegeben, beispielsweise die erste Hauptkompo-
nente der EinfluRgroRen bzw. eine inhaltlich begrindete Projektion
oder Kombination der EinfluRgroRRen. Inhaltlich begriindete Projekti-
onen bzw. Kombinationen ergeben sich beispielsweise aus der Modellie-
rung des Krankheitsrisikos durch ein logistisches Regressionsmodell
(vgl. auch Gail und Green 1976). Falls der funktionale Zusammenhang
nur bei einer EinfluBgréRe unbekannt ist bzw. durch eine Dichotomisie-
rung grob approximiert werden soll, kann man in Analogie zu den para-
metrischen Regressionsmodellen von Worsley (1983) argumentieren
(vgl. auch Kim und Siegmund 1989). In diesem Zusammenhang sollten
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Verallgemeinerungen bzgl. des nichtparametrischen Vorgehens von
Puri und Sen (1985) mdglich sein.

Die Methode der maximal selektierten Rangstatistiken legt eine
lokale Verbesserung von Regression-Tree-Algorithmen (z.B. Breiman
ua. 1984) oder Segal (1988) nahe. Wenn der Regression-Tree-
Algorithmus auf qualitative und quantitative EinfluRgréRen angewandt
wird, sind die bei der Variabienselektion benutzten F-Werte nicht
direkt vergleichbar, und der Minimierungseffekt bevorzugt offensicht-
lich quantitative EinfluRgroRen. Eine einfache lokale VVerbesserung des
Algorithmus kann man uber die Berechnung der F-Werte bei quantitati-
ven EinfluRBgréRen anhand der verbesserten Bonferroni-Ungleichung
(Hunter 1976) bzw. anhand der Approximation der asymptotischen
Verteilung (Jennen 1985) erreichen. Diese Verbesserung kann man
folgendermalRen konkretisieren: Bei quantitativen EinfluRgréRen wird
die Selektion zwischen dem 10% und 90% Quantil durchgefuhrt. Falls
bei der Selektion der verwendeten Statistik weniger als 40 Beobachtun-
gen berucksichtigt werden, verwendet man die Approximation anhand
der verbesserten Bonferroni-Ungleichung und bei 40 oder mehr
Beobachtungen die Approximation der asymptotischen Verteilung.

Zusammenfassend wollen wir noch einmal betonen, dal sich die An-
wendungsmoglichkeiten maximal selektierter Rangstatistiken Uber
prognostische, diagnostische, klassiflkatorische Fragestellungen bis zu
einer lokalen Verbesserung eines Variabienselektionsverfahrens er-
strecken.
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